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SPIS RZECZY



Rozdzial 1

Wstep

W niniejszej pracy analizuje kilka zaprojektowanych przeze mnie, rozstrzy-
galnych polimorficznych systeméw typéw dla jezykdéw funkcyjnych z podty-
pami. Po pierwsze, rozwazam jezyk bedacy rachunkiem lambda ze statymi i
odpowiednio zmodyfikowane systemy typow intersekcyjnych rangi drugiej —
I} oraz I.; dowodze miedzy innymi poprawnosci i rozstrzygalnosci tych syste-
moéw, a takze to, ze oba sa sobie rownowazne. Po drugie, rozwazam jezyk ML
i odpowiednio zmodyfikowany system typow ML: ML. System ML, po-
wstal w odpowiedzi na pytanie, w jaki sposéb nalezy rozszerzy¢ tradycyjny
system typow ML, aby mial on site typowania mozliwie zblizong do sity
intersekcyjnego systemu I7. Po wyprowadzeniu niezbednych do wykazania
tego zwiazku wtasnosci systemu ML? (miedzy innymi wlasnosci typu gtow-
nego, rozumianej tak samo, jak w przypadku tradycyjnego systemu ML),
przeprowadzam dowod czeSciowej rownowaznosci systemow IF i ML;.

W pracy staraltem sie zamiedci¢ wylacznie wlasne wyniki — jesli jakies§
jej fragmenty s zapozyczeniami z pomystow zawartych we wczesniejszych
publikacjach, to informuje o tym w tekscie.

1.1 Wprowadzenie

Mianem jezykdw funkcyjnych okresla sie jezyki programowania, w ktoérych
funkcje sa wartosciami , pierwszej kategorii® — czyli jezyki, w ktorych ist-
nieja wyrazenia tworzace funkcje, a wartosci funkcyjne moga by¢ przypisy-
wane zmiennym, przekazywane jako argumenty innym funkcjom, zwracane
jako argumenty funkcji i tak dalej. W praktyce taki opis wydaje sie by¢
rownowazny stwierdzeniu, ze jezyk funkcyjny to jezyk posiadajacy jako swoj
podjezyk rachunek lambda (rachunek anonimowych funkcji, doktadnie wyto-
zony miedzy innymi w pracy [1]). Zaden z tych dwoch opiséw nie jest oczy-
wiscie formalna definicja jezyka funkcyjnego, bo i takowa nie istnieje. Jako
ciekawostke mozna wspomnieé¢, ze regulamin miedzynarodowych zawoddow
w programowaniu funkcyjnym ICFP’98, zorganizowanych w 1998 roku na

1



2 ROZDZIAL 1. WSTEP

Massachusetts Institute Of Technology, dopuszczal uzycie dowolnego jezyka
do napisania programu stanowigcego przedmiot konkursu, za$ przyktadowy
program, dotaczony do regulaminu jako ,,wzorcowy®, byt napisany w jezyku
UNIX-owego interpretera polecenn. A to dlatego, ze organizatorzy nie byli
w stanie podac kryteriow, wedtug ktorych mozna by ustali¢, czy dany jezyk
jest ,funkcyjny“.

W naszej pracy bedziemy rozwaza¢ bardzo okrojone jezyki funkcyjne, nie
wykraczajace specjalnie poza rachunek lambda. Doktadniej, programami w
rozwazanych przez nas jezykach beda po prostu termy lambda-rachunku, roz-
szerzonego o state (na przyklad interpretowane jako liczby), a czasem o kon-
strukcje let, zaczerpniety z popularnego jezyka funkcyjnego ML. Przez wyko-
nanie kazdego takiego programu bedziemy rozumieli obliczenie jego wartogci
— poprzez uproszczenie go zgodnie z tak zwana (-redukcja oraz oblicze-
nie pewnych predefiniowanych funkcji , pierwotnych® (na przyktad operacji
arytmetycznych).

Typy stuza do klasyfikacji termoéw wedtug pewnych ich podstawowych
wlasnosci i spelniajg rézne funkcje w jezykach programowania i w logice.
W niniejszej pracy beda one stuzyly do klasyfikacji terméw rozszerzonego
rachunku lambda wzgledem tego, jakiego rodzaju wartosci te termy wyra-
zaja. Przykladowo: mozemy powiedzie¢, ze wyrazenie 7.0 jest typu rzeczy-
wistego — co zapiszemy umownie przez 7.0 : Real, wyrazenie “foo” oznacza
pewien ciagg znakdéw — co zapiszemy przez “foo” : String, oraz, ze wyra-
zenie + oznacza funkcje bioraca dwa argumenty bedace liczbami rzeczy-
wistymi i zwracajaca jako wynik liczbe rzeczywista — co zapiszemy przez
+ : Real — Real — Real. Korzyscia z rozwazania tak rozumianych typow
jest miedzy innymi to, ze mozemy natychmiast odrzuci¢ pewne programy
jako niepoprawne. Na przyktad, o ile program 7.0 + 7.0 przy powyzszych
ustaleniach moze mie¢ jaki§ sens, to program 7.0 4+ “foo” sensu zadnego nie
posiada — i rzeczywiécie, prawdopodobnie w praktyce + bytby wbudowana
w jezyk funkcja realizujaca dodawanie liczb rzeczywistych, ktora databy nie-
przewidywalny rezultat przy probie obliczenia jej dla jednego z argumentow
bedacego nie liczba rzeczywista, lecz ciagiem znakéw. Innym miejscem, gdzie
odpowiednio zaprojektowany system typow pomaga, sg programy mogace
petli¢ sie podczas wykonania — jak sie bowiem okazuje, niektére wyrazenia
rachunku lambda mozna upraszczaé zgodnie z B-redukcja w nieskonczonosc,
nie uzyskujac zadnego ostatecznego rezultatu.

W duzym uproszczeniu rzecz ujmujac, systemy typow okresla sie mia-
nem polimorficznych, jesli umozliwiaja one zadeklarowanie pewnej wartosci
— na przyktad funkcji — jako majacej wiele réznych typéw naraz. Przy-
ktadowo, mogliby$my potrzebowaé funkcji ,,daj-7.0“, ktora dla kazdego ar-
gumentu dziala tak samo: po jego pobraniu zwraca liczbe rzeczywista 7.0.
Mozliwos¢ zadeklarowania takiej funkcji jako majacej jednoczesnie wiele roz-
nych typéw pozwala nam zaoszczedzi¢ na definiowaniu funkcji wielokrotnie,
dla réznych typéw argumentow.
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Wréémy jeszcze na chwile do omawianej wezesniej funkceji +. Zauwazmy,
ze jesli 7 uznamy za liczbe catkowita — co zapiszemy przez 7 : Int, to wy-
razenie 7.0 + 7 bedzie tak samo niepoprawne, jak wyrazenie 7.0 4+ “foo”: typ
drugiego argumentu nie bedzie sie zgadzat. Tymczasem w matematyce zwy-
kto sie przyjmowac, ze liczba catkowita jest rownoczesnie liczbg rzeczywista,
i dlatego niemozno$¢ obliczenia 7.0 + 7 wydaje si¢ nienaturalna. Tu wla-
$nie pomocna okazuje sie by¢ koncepcja podtypow: jesli 17,715 sa pewnymi
zbiorami, to stwierdzenie, ze T1 < T (1} jest podtypem T%) oznacza, ze
kazdy element zbioru 77 jest takze elementem zbioru 7. Mozemy zatem
zaprojektowac system typow uwzgledniajacy, ze zbior liczb catkowitych jest
podtypem zbioru liczb rzeczywistych, a wowczas 7.0 + 7 bedzie poprawnym
wyrazeniem. Inna sprawa, ze takie zalozenie prawdopodobnie bedzie pocia-
galto za soba zmiany w implementacji reszty kompilatora/interpretera, gdyz
zazwycza] wewnetrzne reprezentacje liczby catkowitej 7 i liczby rzeczywistej
7.0 beda sie od siebie réznity, a zatem przed wykonaniem funkcji + wyma-
gana bedzie konwersja z typu catkowitego na rzeczywisty.

W naszej pracy bedziemy rozwazaé tylko pewne dwa zbiory L i T typdw
atomowych, takie, ze L < T (moga one odpowiada¢ na przyklad odpo-
wiednio zbiorowi liczb catkowitych i rzeczywistych); wszystkie inne relacje
podtypowe beda indukowane przez ten jeden porzadek. Moglibysmy roz-
wazal szerszy zbior typow atomowych z odpowiednio zdefiniowana relacja
podtypu pomiedzy nimi; w szczegolnosci prawdopodobnie wigkszosé — jesli
nie calo$¢ — pracy databy sie uogoélni¢ na dowolny zbiér typdéw atomowych
z relacja podtypowania pomiedzy nimi bedaca kratg lub sumg roztacznych
krat. Tym niemniej, dla uproszczenia i ustalenia uwagi zdecydowalismy sie
na rozwiazanie ograniczone do L i T.

Powyzsze wprowadzenie jest bardzo pobiezne; wprawdzie wszystkie po-
jecia wykorzystywane w pracy zostang uscislone, to jednak calos¢ wciaz nie
bedzie przystepna dla osob, ktore nie zetknety sie dotychczas z programowa-
niem funkcyjnym i z koncepcjami z nim zwigzanymi. Takim osobom warto
polecié¢ literature wprowadzajaca w te dziedzine, na przyktad kilka poczat-
kowych rozdziatow ksiazki [5].

1.2 Uktad pracy

W rozdziale 2 wprowadzamy podstawowe pojecia, ktoérych znajomosé jest
niezbedna do zrozumienia niniejszej pracy.

W rozdziale 3 szczegdtowo omawiamy systemy intersekcyjne I7 i I.. Naj-
pierw wprowadzamy system I’ i dowodzimy jego zamknietodci ze wzgledu na
(B-redukcje oraz to, ze termy w nim typowalne s silnie normalizowalne. Na-
stepnie sprowadzamy problem typowalnoéci w tym systemie do rozstrzygal-
nego problemu istnienia rozwigzania pewnego uktadu réwnan i nieré6wnoéci
podtypowych pomiedzy typami prostymi. Pdzniej wprowadzamy system I,
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bedacy rozszerzeniem systemu I o silniejsza regute podtypowania. Okazuje
sie, ze tak powstaly system jest rownowazny systemowi I.. Na zakoiiczenie
rozdzialu wspominamy o réznicach pomiedzy naszymi systemami a syste-
mem typow intersekcyjnych dla jezyka bez podtypdéw, omawianym przez
Jima w pracy [6].

W rozdziale 4 omawiamy system MLZ. Ograniczymy sie do zademon-
strowania tylko tych wtasnodci, ktére beda nam potrzebne w rozdziale 5 do
udowodnienia czesciowej rownowaznosci systemow If i ML;. Dlatego wla-
$nie wieksza czes¢ rozdziatu stanowia dowody substytutywnosci i wlasnosci
typu gltéownego.

W rozdziale 5 pokazujemy, ze systemy ML; i I maja podobna sile ty-
powania: sa one rownowazne dla pewnych klas termow (z doktadnoscig do
zamiany konstrukcji jezyka ML na konstrukcje rachunku lambda i odwrot-
nie). Wprawdzie system I? okazuje sie by¢ nieco silniejszym od systemu
ML/}, to jednak mozna mowic¢ o pokrewienstwie obu systemoéw.



Rozdzial 2

Podstawowe pojecia

W niniejszym rozdziale zdefiniujemy podstawowe pojecia wykorzystywane w
calej pracy. Dodatkowo, podstawowe pojecia $cidle zwigzane z systemami
intersekcyjnymi zostana zdefiniowane w czesci ,,Podstawowe pojecia“ roz-
dziatu 3, za$ podstawowe pojecia Scisle zwiazane z systemem ML} zostang
zdefiniowane w czesci ,,Podstawowe pojecia“ rozdziatu 4. Rézne bardziej za-
awansowane definicje beda natomiast wprowadzane — stosownie do potrzeb
— w toku wywodu.

Bedziemy uzywac liter z,y, ... do oznaczania zmiennych rachunku lamb-
da, pochodzacych z przeliczalnego zbioru Vars, litery ¢ do oznaczania sta-
tych rachunku lambda oraz liter M, N, ... do oznaczania terméw rachunku
lambda. Ponadto, bedziemy postugiwali sie literami s,¢,... do oznacza-
nia zmiennych typowych, pochodzacych z przeliczalnego zbioru TypeVars,
symbolami L i T do oznaczania stalych typowych, symbolami o, 7, 7,... do
oznaczania typoéw oraz symbolami C, D, ... do oznaczania zbioréw warun-
kow. Zwyczajowo, litera A bedzie oznaczaé¢ $rodowiska, za$ litery S, T, ...
— podstawienia.

2.1 Lambda-termy

Termy rachunku lambda, bedace naszymi programami podczas rozwazania
systemow typow intersekcyjnych I? i I, sa zdefiniowane nastepujaca grama-

tyka:
My =z |ct e | (My My) | Az.M,.

W przypadku systemu typow ML; naszymi programami beda natomiast
termy ML, zawierajace procz konstrukeji z M) dodatkowa konstrukcje let:

My =z | ot | ¢’ | (M Mpy) | Ax. My | let x = My, in M.

Dla termu M (z My lub M) definiujemy zbior FV(M) C Vars zmien-
nych wolnych termu M w spos6b nastepujacy:

5



6 ROZDZIAL 2. PODSTAWOWE POJECIA

(i) (¢) =0 (dlacé€{ci,c"}),

(i) FV(z) = {=z},
(i) FV(OaN) = FV(N) — {21,

Fv
Fv

(iv) FV(M;Ms) = FV(M;) UFV(Ms),

(V) FV(let r =M in Mg) = FV(MI) U (FV(MQ) — {:1:})
(dotyczy terméw z My,;).

Jesli FV(M) = 0, to term M nazywamy zamknietym.

Przez podstawienie rozumiemy funkcje ze zbioru zmiennych w zbior ter-
moéw, ktora jest identycznoscia dla wszystkich zmiennych, z wyjatkiem skon-
czonej ich liczby. Dziedzine i range podstawienia definiujemy w sposéb na-

stepujacy:

dom(S) = {z|Sz # =z},
rng(S) = U FV(Sx).

redom(s)

Jesli dom(S) = {z1,...,z,} i Sz; = N; dla wszystkich i = 1,...,n, to
S mozemy zapisa¢ w formie {z; := Ni,...,z, := N,}. Dwa podstawienia
Sy 1S9 sa roztaczne, jesli zbiory dom(S7) i dom(Ss) sa roztaczne. Jesli
podstawienia S; i So s3 rozlaczne, to podstawienie S; U Sy definiujemy w
spos6b nastepujacy:

Si(x) jesli z € dom(Sy),
(S1US9)(xz) =< Sao(z) jesli z € dom(Sy),

T w przeciwnym przypadku.

Podstawienia dzialajace na zmiennych Vars bedziemy rozszerzali na cale
termy My i M,,. Wystarcza nam wowczas podstawienia S takie, ze zbior
dom(S) bedzie co najwyzej jednoelementowy. Nieformalnie powiemy, ze
w termie AzN zmienna z jest zmienng zwigzang. Rozszerzajac dzialanie
podstawienia na cale termy, w razie potrzeby bedziemy przemianowywac
zmienne zwigzane. Formalnie:

(i) {r:=N}c=c (dlace {ct,c"}),
(ii) {x :==N}PQ ={x:=N}P {z:=N}Q,
(iii) {z := N}(AzP) = \zP,

(iv) jesli z #y, to {x := N}(AyP) = Ay({z := N}P), oile y ¢ FV(NN) lub
z ¢ FV(P),
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(v) jesli ¢ # y, to {z := N} AyP) = {z := N}(Az({y := z}P)), o ile
y € FV(N) i € FV(P), przy czym z wybieramy jako v; € Vars o
najmniejszym i takim, ze v; ¢ FV(P) UFV(N),

(vi) {z = N}(lety = M;in M) = lety = M in M;, gdze
(Ay'M5)M| = {z := N}((AyMz)M;) (dotyczy termow z M,,;).

Bedziemy utozsamia¢ termy roézniace sie jedynie nazwami zmiennych
zwiagzanych. Formalnie, wprowadzamy pojecie c-konwersji, oznaczanej przez
=,. Bedzie to najmniejsza relacja réwnowaznosci pomiedzy termami spel-
niajaca warunek

AN =, \y({z :=y}N), jesliy ¢ FV(N)

i rozszerzona na nadtermy (to znaczy taka, ze jesli M =, M', to MN =,
M'N, jesi M =, M', to NM =, NM' i tak dalej). Termy uwazamy za
klasy abstrakcji a-konwersji. Odstapimy od tego w podrozdziale 5.2.

Wprowadzamy relacje jednokierunkowej redukcji/ewaluacji termow M)y i
M, zwang (B-redukcjg, zgodnie z ktora beda upraszczane nasze programy
podczas ich wykonywania. [ jest regula:

(AsM)N — {z := N} M.

Przez — 5 bedziemy rozumieli rozszerzenie reguly 3 na nadtermy. Woéwczas
przez ——g oznaczamy domknigcie przechodnio-zwrotne relacji —g.

B-redeksem jest kazdy term pasujacy do lewej strony regulty 5. Mowimy,
ze term M jest w postaci B-normalnej, lub w postaci G-nf, jesli zaden pod-
term M nie jest B-redeksem. Term M jest normalizowalny, jesli dla pewnego
N: M——3N i N jest w postaci normalnej. Woéwczas term N jest postacia
normalng termu M. Jedli term ma posta¢ normalng, to jest ona unikalna
(patrz na przyktad [1]), a zatem jest sens mowi¢ o funkcji S-nf, przyporzad-
kowujacej termom normalizowalnym ich postacie G-normalne. Term M jest
silnie normalizowalny, jesli nie istnieje nieskoriczona sekwencja (-redukcji
M—>5M1—>5M2—>ﬂ -

W termach M,,; wystepuje konstrukcja let, operacyjnie odpowiadajaca
aplikacji do abstrakcji: let x = M in N tlumaczy sie na (AxN)M, a to
drugie wyrazenie jest ewaluowane zgodnie z (-redukcjg.

2.2 Typy

Rozwazane typy beda zupelnie rézne — zaleznie od tego, czy bedziemy oma-
wia¢ systemy intersekcyjne, czy tez rozszerzenia ML. Wszedzie jednak beda
obecne typy proste (bazowe), zdefiniowane jako najmniejszy zbior spelniajacy
roéwnanie:

Ty = TypeVars U{L, T}U{(oc = 7) | 0,7 € Tp}.
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Dla typu o z T definiujemy zbior FV (o) C TypeVars wolnych zmien-
nych typowych typu o jako zbiér wszystkich zmiennych typowych wystepuja-
cych w o. Dla typéw z innych zbioréw definicje FV zostana podane pdzniej.

Srodowisko to skoticzony zbior {z; : 0y;...;2, : 0,} par (zmienna, typ),
gdzie zmienne x1,...,x, sa parami rozne. A(r) oznacza typ sparowany z
z w srodowisku A, dom(A) oznacza zbior {z | 3I7. (x : 7) € A}, zas A,
oznacza $rodowisko A po usunieciu z niego pary odpowiadajacej zmiennej x.
Srodowisko A jest typu T, jesli A(x) € T dla wszystkich z € dom(A).
Pojecie zbioru wolnych zmiennych typowych rozszerzamy na Srodowiska:
FV(4) = U(a::T)EA EV(7).

Asercja jest relacja pomiedzy Srodowiskami, termami i typami, zapisy-
wang w formie A - M : 0. Term M jest typowalny, jesli A+ M : o dla
pewnych A io. Pare (A, 0) bedziemy nazywac parg. Pojecie wolnych zmien-
nych typowych rozszerzamy na pary: FV((4,0)) = FV(A) UFV(0). Dwie
pary sa roztgczne, jesli zbiory ich zmiennych wolnych sa roztaczne.

Pojecie podstawienia dotyczy tez typow. Podstawienia takie beda zawsze
funkcjami ze zbioru TypeVars w zbiér Ty; nigdzie nie bedziemy roz-
wazaé podstawien o przeciwdziedzinach bedacych innymi zbiorami
typow, niz zbiér Ty.

Dziatanie podstawienia na zmiennych typowych jest w naturalny sposéb
rozszerzane na cate typy z Ty:

(i) S(L)=1L,5(T) =T,
(ii) S(oc— 1) =8(c) — S(7).

W przypadku innych typéw odpowiednie definicje zostang podane pdzniej.
Gdy juz umiemy aplikowa¢ podstawienia do typ6w, to w naturalny sposob
rozszerzamy ich dziatanie na srodowiska i pary.

Na zbiorze Ty definiujemy porzadek <y jako najmniejszy porzadek cze-
Sciowy zamkniety ze wzgledu na nastepujace reguty:

(1) 1 SO T7

(11) JeSll T1 SO o1 1 09 SO T2, to (0'1 — 0'2) SO (7'1 — 7'2).
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Systemy intersekcyjne

W tym rozdziale oméwimy szczegdélowo dwa systemy typow intersekcyjnych:
I’ i I.. Udowodnimy miedzy innymi zamknieto$¢ tych systemoéw ze wzgledu
na (-redukcje, ich réwnowaznosé oraz to, ze problem typowalnosci w nich
jest rozstrzygalny. Wspomnimy takze o tym, co rézni nasze systemy od po-
dobnych systemoéw przeznaczonych dla jezykéw funkcyjnych bez podtypow.

3.1 Podstawowe pojecia

Wiele z ponizszych definicji ma swoje odpowiedniki w pracy Jima [6] — tutaj
rozszerzamy je na jezyk z podtypami.

W przypadku systemoéw intersekcyjnych I? i I, kazdy rozwazany typ be-
dzie naleze¢ do Tg lub do jednego z nastepujacych zbioréw, zdefiniowanych
jako najmniejsze zbiory spelniajace odpowiednie réwnania:

T, = ToU{(ocAT)]|o,TeTi},
Ty = ToU{(c = 7)]|o€Ti,1e T}

T to typy intersekcyine rangi pierwszej, bedace przecieciami pewnej liczby
typow prostych. To natomiast jest zbiorem typdw intersekcyjnych rangi dru-
giej, z dodatkowym ograniczeniem, ze przeciecia znajduja sie co najwyzej z
lewej strony strzalki.

Wtasciwie czytelnikowi nalezy sie uscislenie pojecia rangi typu. Oto6z,
range typu najtatwiej ustali¢ majac na uwadze jego reprezentacje w postaci
drzewa. Typ intersekcyjny jest rangi k, jesli zadna $ciezka od korzenia do
operatora intersekcji ,A“ nie wiedzie na lewo od k lub wiecej strzatek. (Taka
sama zasada obowigzuje w stosunku do typow z kwantyfikatorami — wow-
czas zamiast Sciezki do ,A“ rozwazamy $ciezke do ,,V*.)

Dla uproszczenia przyjmujemy konwencje syntaktycznag, ze ,A“ jest tacz-
nym, przemiennym i idempotentnym operatorem, tak wiec kazdy typ z Ty
moze by¢ uwazany za skoriczony i niepusty zbiér typow prostych, zapisywany
w postaci (A\;c; 0i), gdzie kazde o; € Ty.

9



10 ROZDZIAL 3. SYSTEMY INTERSEKCYJNE

Na zbiorach T; i Tg definiujemy odpowiednio porzgdki <; @ <o jako
najmniejsze porzadki czesciowe zamkniete ze wzgledu na nastepujace reguty:

e Dla <;: jesliVj € J. Ji € I. 0 <o 75, t0 Njcy i <1 Njey 75
e Dla SQ:

(i) jeslio <p 7, t0 0 <9 T,

(11) JeSll m<y01109 <y Ty, to (0'1 — 0'2) <9 (7'1 — 7'2).

Lemat 3.1 Dia i € {0,1,2} i dowolnego podstawienia S, jesli o <; T, to
So <; ST.

Dowdd: wynika bezposrednio z definicji <; dla ¢ € {0,1,2}. m

Dla érodowisk typu Ty definiujemy operator 4. Jesli A;, As sa srodo-
wiskami typu T, to A1 + Ay — §rodowisko réowniez typu T — definiujemy
nastepujaco:

Aq(x) jesli x ¢ dom(As),
(A1 4+ A2)(z) = ¢ Az(z) jesli z ¢ dom(A,),
Aq(x) N Ay(z) w przeciwnym przypadku.

Wolne zmienne typowe dla typéw z Ty i z To definiujemy analogicznie,
jak dla typéw z Ty: sa to zmienne typowe wystepujace w typie. Tak samo
z podstawieniami: ich dziatanie na typy z T; i T9 rozszerzamy w naturalny
Sposob.

3.2 System I’

Definicja 3.2 Asercje w systemie I? sq zdefiniowane indukcyjnie requtami
przedstawionymi na rysunku 3.1. Piszemy I} > A = M : o, jesli asercja
AF M : o zostata otrzymana przy pomocy regut systemu I5. m

Gorny indeks ,,s* w nazwie I sygnalizuje, ze system jest sterowany sktad-
nig, w odréznieniu od wprowadzonego dalej systemu I,.

System I? jest rozszerzeniem systemu I3, omawianego przez Jima w pracy
[6], ktory to z kolei system jest modyfikacja podobnego systemu omawianego
przez van Bakela w pracy [10].

3.2.1 Podstawowe wlasnosci systemu I

Regute (VAR) mozna zdefiniowa¢ na kilka sposobow; definicja z rysunku
3.1 wydaje si¢ najbardziej praktyczna. Czasem jednak przydatna jest nieco
inaczej sformutowana reguta (VAR) — taka, jak w ponizszym lemacie.



3.2. SYSTEM I, 11

(CONSTL) AFct:L
(CONSTT) AkFc':T
(VAR) AU{z: (Njermi)t Fo:o (jesli Fi e I.; <p o)

AzU{z:0}FM:7

(ABS) AF(AzM):0 =T

AEM: (Njeri) 20, (Miel)AFN:7
AF (MN):o

(APP)

(SUBL) AFct:T

Rysunek 3.1: Reguly I2. Srodowiska sa typu T, wyprowadzone typy naleza
do T2.

Lemat 3.3 Regule (VAR) réwnowazna jest requta (VAR’):
(VAR’) AU{z:7}Fxz:0 (jeslioeTyiT<i0).
Dowo6d: Korzystamy z reguty (VAR) i definicji <;. ®

Ponizszy lemat wyraza ideg, ze dorzucenie do srodowiska niepotrzebnych
par (zmienna, typ) nie psuje jakosci wyprowadzalnego typu.

Lemat 3.4 JestiI; > A-M :7 iz ¢ dom(A), toIf > AU{z:0}F M:
T.

Dowdd: Trywialny dowod indukcyjny ze wzgledu na budowe termu M. B

Nastepny za$ lemat moéwi, ze wyrzucenie ze sSrodowiska niepotrzebnych
par (zmienna, typ) takze nie psuje jakosci wyprowadzalnego typu.

Lemat 3.5 JesliI{ > AU{z:0}F M : 7 iz nie jest zmienng wolng w M,
toI > AF-M:T.

Dowd6d: Trywialny dowdd indukcyjny ze wzgledu na budowe termu M. ®
Nasuwa sie tez pytanie, czy przypadkiem wzmocnienie $rodowiska nie

popsuje nam jakosci wyprowadzalnego typu. I tym razem wynik jest zgodny
z intuicja.
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Lemat 3.6 Jesli I) 0 AU{z 01} FM:7i0y<y01,t0I> AU{z:

o} M :

T.

Dowdéd: Dowod indukeyjny ze wzgledu na budowe termu M:

(i) Jesli M = ¢, to 7 = L lub 7 = T, niezaleznie od $rodowiska A.
Analogicznie dla M =c¢'.

(ii) Jesli M = v (zmienna), to rozwazamy sytuacje, w ktorej I > AU{z :
o1} Fv:T.

a)

b)

Jesli v # x, to zmiana zatozen o x w $rodowisku dalej pozwala wy-
prowadzi¢ v : 7, bo zalozenia w §rodowisku o v nie sg zmieniane,
a uzywang regula jest (VAR).

Jesli v = z, to mamy sytuacje I¥ > AU{z : 01}z : 7. Asercje te
otrzymano przy pomocy reguty (VAR), a ta z kolei rownowazna
jest regule (VAR’), a zatem zachodzi o1 <; 7. Stad i z faktu
o2 <1 o1 mamy przez przechodnio$¢ <; réwniez o9 <; 7. Stad
przez (VAR’) otrzymujemy I? > AU{z:02}Fx: 7.

(iii) Jesli M = AvN, to rozwazamy sytuacje, w ktorej I3 > AU{z: 0.} F
AN 111 = 1.

a)

(iv) M =

Jesli v = z, to rozwazamy sytuacje, w ktorej I > AU {z :
o1} F AxN : 71 — 79. Ta asercja zostata otrzymana z przestanki
I!' > AU{z : 11} = N : 7p przez (ABS). Z takiej przestanki w
sposob trywialny otrzymamy rowniez przez (ABS) If > AU {z:
o9} F AN 1 — Ty

Jesli v # z, to rozwazamy sytuacje, w ktorej I5 > AU {z :
o1} F AN : 11 — 79. Ta asercja zostala otrzymana z przestanki
II'> AU{z:01} U{v:7} F N : 1 przez (ABS). Przestanka ta
przez indukcje implikuje I > AU{z: 02} U{v: 7} - N 7, a
stad przez (ABS) otrzymujemy I} > AU{x : 02} F AN : 7y —
72.

MiM,. AsercjaId o AU{z: 01} - M1 Ms : T zostala otrzymana

z przestanek I} 0 AU {z : o1} = My : (Njerpi) = 71 (Vi € 1)
I! > AU{z : 01} : My : p;. Zalozenia te przez indukcje implikuja
ID > AU{z : oo} & My 2 (Njegpi) = Toraz (Vi e I) I > AU{x :

o2}

: My @ p;, a stad przez (APP) otrzymujemy If > AU {z : o2} I

MiM;:7. 1

I jeszcze jeden lemat, taczacy dwa poprzednie. Nie wykorzystuje on
calej mocy lematu 3.6 i tak naprawde moégltby by¢ udowodniony indukcyjnie
bezposdrednio; bez korzystania z jakichkolwiek lematéow. W dalszej czedci
pracy bedziemy jednak korzystaé z pelnej mocy lematu 3.6 i dlatego i tak
musieliémy go udowodnic.
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Lemat 3.7 (Ostabianie) Jesli I¥ > AFM :7, to I > A+ A'F M : 7,
dla dowolnego Srodowiska A’.

Dow6d: Wynika bezposrednio z definicji operatora + oraz z lematéw 3.4 i
3.6. m

Substytutywnosé to kolejna istotna cecha naszego systemu.

Lemat 3.8 (Substytutywnosé¢) Jesli I > A-M:0,toIf > SAF M :
So, dla dowolnego podstawienia S.

Dowdd: Dowodd indukeyjny ze wzgledu na budowe termu M:

(i)

(iii)

(iv)

Jegli M = ¢', to do uzyskania asercji uzyto reguty (CONSTT) i o =
T. Z reguly tej mamy rowniez I > SA F ¢' : T, dla dowolnego
podstawienia S. Ponadto, S(T) = T, wiec mamy I{ > SA F ¢ :
S(T), co nalezalo wykaza¢. Analogiczny dowod przeprowadzamy dla
M = c*; tylko, ze wowczas trzeba rozwazy¢ dwa przypadki — dla
c=1lidlac=T.

Jesli M = x (zmienna), to do uzyskania asercji uzyto reguty (VAR),
czyli A(z) = (Njer0i) 1 0y <o o dla pewnego iy € I. Wowczas
SA(z) = (Njer Soi) 1 z lematu 3.1, skoro o, <g o, to So;, <o So.
Czyli, na mocy (VAR), I! > SAF z: So.

Jedli M = AxzN, to o musi by¢ postaci 71 — 7o i skorzystano z prze-
stanki I > A, U{z : i} F N : 7o. Wowczas przez indukcje mamy
I > S(A; U{z : i} F N : S7o, a stad przez (ABS) otrzymujemy
I! > SA, F AzN : S1y — S1p = S(m1 — 7). Stad przez oslabianie
mamy rowniez I > SAF AzN : S(11 — 12).

Jesli M = MMy, to dla pewnego (A;c; ) € Ty mamy: I > A F
M : (Niermi) = o0 iId > AF My : 7 dla wszystkich ¢ € 1. Stosujac
do tych dwoch przestanek zalozenie indukcyjne i korzystajac z (APP)
otrzymamy zadany rezultat. m

Regula podtypowania (,subsumption“), spotykana zwykle w systemach
typow dla jezykow z podtypami, ma postac:

AFM: 1

AT Mo BdeT <o)

Ma ona w zamierzeniu umozliwia¢ otypowanie programoéw korzystajacych
z istnienia zaleznodci podtypowych, czyli — innymi stowy — jej obecno$é
wyraza fakt, ze jezyk ma podtypy. W systemie I7 reguly takiej postaci
nie ma; jest tylko specjalny jej przypadek dla statej ¢t oraz odpowiednio
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zdefiniowana reguta (VAR). Nasuwa si¢ pytanie, czy moze wlasno$¢ row-
nowazna regule podtypowania po prostu wynika z pozostalych regut sys-
temu I. Odpowiedz jest negatywna, bo na przyktad wyprowadzimy asercje
v {zx:0—-7}Fz:0— 7izachodzi 0 - 7 <3 (6 Ao') — 7, ale nie
wyprowadzimy I > {z :0 = 7} b 2 : (6 Ao’) = 7, bo reguta (VAR) nie
pozwala na to. Jak sie jednak okaze w podrozdziale 3.3, brak reguty podty-
powania nam nie przeszkadza: dzieki odpowiednio zdefiniowanym regutom
(VAR) i (SUBL), w systemie I jesteSmy w stanie otypowaé dokladnie te
same termy, co w systemie I, powstalym z I przez dodanie reguty podty-
powania.

Jak sie okazuje, dla I? daje sie udowodnic¢ nieco stabsza od podtypowania
wlasnosé:

Lemat 3.9 (CzesSciowa wlasnosé¢ podtypowania) Jesli I¥ > A - M :
010<97, gdzieT € Ty, toI} > AFM:T.

Dowo6d: Lemat ten wynika bezposrednio z wlasnosci silniejsze;j:

Jesh I > AFM:m — ... > 1, =0 (n>0, Vi(n € Ty,
o€ Ty),orazT = ... > >0 <97 = ... > T, =0, przy
czym Yi.(rj € ToV 1 =7), 0 € To, toIf > AFM: 71 —
.o T, ol

Te silniejsza wtasno$é mozna udowodnié¢ indukcja ze wzgledu na budowe
termu M:

(i) M =ct, M =c" — przypadki trywialne.

(i) M =z. AsercjeI! » Az :7 — ... & 7, — 0 otrzymano przy
pomocy reguty (VAR), a zatem A(z) = (A\;c; pi) i dla pewnego ig € I:

Wig <0 71 = ... = T, — o (gdzie 11,...,7,0 € Tp). Jedli teraz
m,...,7,,0" beda takie, jak w tresci lematu, to 7{,...,7,,0" € Ty,
zatem z definicji <o zachodzi rowniez 7 — ... = 7, = 0 <o T4 —

. = 7} — o', astad i z przechodniosci relacji <y otrzymujemy, ze
Wig <o 1 — ... = 1), = 0. Stad i z (VAR) otrzymujemy If > A+
T:iT = ... =T, 0

(iii) Jesli M = AzN, ton > 1. Wniosek I! > AFXaN:1 — ... 5> 17, —
o zostal otrzymany przez (ABS) z przestanki

e AU{z:n}FN:n— ... =51 >0 (3.1)

Niech 7{,...,7},0" beda takie, jak w tresci lematu. To wowczas z
definicji <9 zachodzi rowniez 7 — ... =7, >0 <97 — ... > T} —
o' oraz 7 <1 11. A zatem (3.1) z zalozenia indukcyjnego oraz z lematu
3.6 implikuje Iy » AU{z:7{} F N: 7 — ... = 7, — o'. Stad za$
przez (ABS) otrzymujemy I > AF XN :7] — ... > 71, =0
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(iv) M = MyMs. Wniosek I¥ > A+ MMy : 7 — ... = T, — o zostal
otrzymany przez (APP) z przestanek:

Lo A-M :(ANw)»n—...om—0o (3.2)
el
oraz
(Viel) IS > AF My p;. (3.3)
Niech 7{,...,7),,0" beda takie, jak w tresci lematu. To wowczas (3.2)

z definicji <y oraz z zalozenia indukcyjnego daje I{¥ > A + M; :
(Nier i) = 7 — ... = 1, = o. A stad i z (3.3) przez (APP)
otrzymujemy I¥ > A-MMy:7] — ... =71 —0o. 1

Z powyzszego lematu wynika bezposrednio nastepujaca prosta wlasnosé:

Lemat 3.10 Jesli I} > A+ M : (Nje;i) = 0, (Vi€ I) AF N : p; oraz
(ViEI)/LiSQTi, to AFMN :o.

Dowdd: Jesli AF N : p;, to z lematu o czesciowej wlasnosci podtypowania
otrzymujemy A+ N : 7, bo 1; € Ty. Konicowy wniosek otrzymujemy przez
(ABS). m

3.2.2 [-redukcja

Najpierw pokazemy, ze system I7 jest zamkniety ze wzgledu na (-redukcje
(tak zwana wlasnosé¢ ,subject reduction” dla systemu If).

Twierdzenie 3.11 (Zamknietos¢ I ze wzgledu na (-redukcje)
(i) JesliIé > AF (AxM)N :0,to I » AF{z:=N}M:o.
(11) Jesli I > AFM: o0 oraz M—gN, toI] > AF N :o0.
(i) Jesli IS > A M :o oraz M——gN, tol; > AFN :0.
Dowoéd:

(i) AsercjeI{ > A+ (AzM)N : o otrzymano przy pomocy regul (APP) i
(ABS) z przestanek

IZDAQ;U{.T:(/\TZ')}'—M:U (3.4)
i€l
oraz
Viel) I8 » AFN:m (3.5)

Chcemy pokazac, ze

ID> AF{z:=N}M :o0. (3.6)
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Rozwazmy drzewo wyprowadzenia dla (3.4). Gdy w ciele M pojawia
sie zmienna x, to w celu wyprowadzenia dlai typu najpierw stosujemy
regute (VAR), otrzymujac jakis typ 7 € Ty taki, ze dla pewnego ig € I:
Ti, <o 7. Rozwazmy teraz term {z := N}M z (3.6). Tam, gdzie przed
podstawieniem w M wystepowal z, w {x := N}M wystepuje N. No,
ale dla tego termu wyprowadzimy na mocy (3.5): A+ N : 7;,, a wiec
z twierdzenia o stabej wlasnoéci podtypowania wyprowadzimy takze
I!' > AF N : 7. (Podczas wyprowadzania typu dla {z := N}M
bedziemy wprawdzie mieli czasem do czynienia ze Srodowiskiem in-
nym, niz A, ale na mocy definicji podstawienia tak przemianowaliSmy
zmienne zwiazane w M, aby nie kolidowatly, a zatem $rodowisko takie
bedzie co najwyzej wieksze od A, a to na mocy lematu 3.4 nie przeszka-
dza.) Podsumowujac —dla {z := N} M w A uda nam sie wyprowadzi¢
taki sam typ, jak dla M w Az U{z : (A;e;7i)}. Pozwolilismy sobie
na bardziej nieformalny dowod na korzysé czytelnosci jego idei (rownie
dobrze mogliby$my przeprowadzi¢ zmudny dowdd indukcyjny).

(ii) Dowdd indukeyjny ze wzgledu na budowe termu M z wykorzystaniem
czesel (i) niniejszego lematu.

(iii) Dowod indukeyjny ze wzgledu na liczbe redukcji z wykorzystaniem
czesel (ii) niniejszego lematu. W

Wtasno$¢ (iii) z powyzszego lematu jest bardzo istotna. Obliczanie na-
szych programéw polega gtownie na niedeterministycznym upraszczaniu ich
zgodnie z relacjag — 3. Zamknigtos¢ systemu ze wzgledu na B-redukcje ozna-
cza zatem w szczegblnosci, ze jesli M jest termem posiadajacym typ w na-
szym systemie, to zadna sekwencja (-redukcji zaczynajaca sie od M nie
skonczy sie btedem wynikajacym z aplikacji argumentu o niewtasciwym ty-
pie. Innymi slowy, poprawnosé typowa termoéw jest zachowywana podczas
ich ewaluacji. Gdyby system I? nie posiadal takiej wlasnosci, sens jego roz-
wazania bytby co najmniej dyskusyjny.

Bedziemy jeszcze chcieli wykazaé, ze wszystkie termy typowalne w na-
szym systemie sg silnie normalizowalne (co zapewni, ze programy nie beda
sie petli¢ podczas ich obliczania). W tym celu najpierw pokazemy, ze jesli
jakis term M jest typowalny w naszym systemie, to term powstaly z termu
M wskutek zastapienia wszystkich wystapien statych ¢ i ¢’ przez pewna
Swiezg zmienng y tez jest typowalny.

Lemat 3.12 Niech I} > At M : 0. Niech t bedzie pewng zmienng typowq
nie wystepujgeq w (A, o). Niech y bedzie pewng zmienng rachunku lambda
nie wystepujgcg w M. Niech T bedzie funkcjq ze statych typowych w zmienne
typowe, przyporzgdkowujgceg obu statym typowym L ¢ T zmienng typowq t,
ktorg to funkcje rozszerzamy nastepnie w naturalny sposob na cate typy Ty,
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T, ¢« Ty. Niech L bedzie funkcjg ze statych w zmienne rachunku lambda, przy-
porzgdkowujgea obu statym ¢ ic' zmienng y, ktorg to funkcje rozszerzamy
nastepnie w naturalny sposob na cate termy My. To wowczas:

(i) dla dowolnych 01,09 € Ty, jesli o1 <p o9, to T'(01) <o T'(02), a nawet
T(o1) = T(02), oraz

(i) zachodzi I3 > TAU{y : t} = L(M) : To, i ponadto jesli w celu wy-
prowadzenia tej asercji skorzystano z faktu, ze 71 <o 7o dla pewnych
T1,Ty € Tg, to zachodzito 71 = 5.

Dowdd: (i) — wynika bezposrednio z definicji <y, (ii) — dowod indukcyjny
ze wzgledu na budowe termu M przebiega identycznie, jak dowdd lematu o
substytutywnosci dla I, tyle, ze w przypadku M = x zamiast z lematu 3.1
korzystamy z czesci (i) niniejszego lematu. m

Teraz mozemy juz udowodni¢ wlasnos¢, o ktoérej wspominaliSmy.
Twierdzenie 3.13 Jesli I} > AF M : o, to M jest silnie normalizowalny.

Dowdd: Dowod nie wprost. Niech M nie bedzie silnie normalizowalny, czyli
istnieje pewna nieskoriczona sekwencja g-redukcji startujaca z M. Wowczas
term M', powstaly przez zastapienie stalych w M pewna $wiezg zmienna vy,
tez bedzie typowalny w naszym systemie na mocy lematu 3.12 — doktad-
niej, bedzie istniata taka para (A’,o’) nie zawierajaca statych, ze I > A’ -
M' : o', oraz jesli w celu wyprowadzenia tej asercji skorzystano z faktu, ze
71 <o T2 dla pewnych 7,79 € Ty, to zachodzilo m = 7. Stad wniosek,
ze term M' bedzie takze typowalny w systemie typow intersekcyjnych Fa o
nieograniczonym rzedzie, opisanym miedzy innymi w [3]. Ponadto, M’ tez
nie bedzie silnie normalizowalny — bo w M’ bedzie istniala ta sama nie-
skoniczona sekwencja (-redukeji, co w M (stale w przypadku [-redukeji nie
odgrywaja roli, bo nie wiaza). No, ale z drugiej strony — udowodniono,
ze kazdy term M’ typowalny w kA jest silnie normalizowalny (autorzy [3]
odsytaja miedzy innymi do [8]). A zatem otrzymali$émy sprzecznosé. m

3.2.3 Typowalno$é¢ w systemie I’

W tym podrozdziale sprowadzimy problem typowalnoéci terméw w systemie
I} do problemu istnienia rozwiazania pewnego ukladu réwnan i nieréwnosci
podtypowych. Oto formalizacja tego drugiego problemu:

Definicja 3.14

(1) Uktad réownari i <sg-nieréwnosci to zbior, ktdrego kazidy element to
albo réwnanie pomiedzy typami prostymai, albo nierdwnosé <o pomiedzy
typem z To 1 typem z Ty.



18 ROZDZIAL 3. SYSTEMY INTERSEKCYJNE

(11) Podstawienie S jest rozwigzaniem uktadu réwnan i <s o-nierdwnosci C,
jesli So <9 ST dla wszystkich nierdwnosci (o <9 7) € C oraz So = St
dla wszystkich réwnan (o0 = 1) € C. O takim podstawieniu mdowimy
rowniez, ze spetnia ono ten uktad. W

W dalszej czedci tego rozdziatu bedziemy pisaé ,,uktad“, majac na mysli
uktad rownan i < g-nieréwnosci.

Dla danego termu, odpowiadajacy mu uktad bedziemy budowaé¢ induk-
cyjnie. Doktadniej, kazdemu termowi bedziemy przyporzadkowywaé zbior
trojek (srodowisko T, typ T3, uktad rownan i <s g-nieréwnosci), nazywany
zbiorem PC. Nazwa ta, wymys$lona na potrzeby niniejszej pracy, jest angiel-
skim skrotem od ,,par i warunkéw” i oddaje intuicyjny sens takiego zbioru:
dla danego termu M, jesli (A, 0,C) € PC(M), to oznacza to, ze A+ M : o,
o ile na zmienne z A i z o bedziemy podstawiali wartosci speliajace zbior
C (bedzie o tym mowa w twierdzeniu 3.18). Co wiecej, podstawiajac na
zmienne z A i z o wszystkie mozliwe rozwigzania zbioru C, otrzymamy
wprawdzie nie wszystkie mozliwe typowania termu M, to jednak wszyst-
kie w pewnym sensie ,najlepsze typowania termu M (bedzie o tym mowa
w twierdzeniu 3.20 oraz w podrozdziale 3.4).

Definicja 3.15 Dia dowolnego termu M definiujemy zbior PC(M) tréjek
(srodowisko T, typ T, uktad réwnan i <gg-nierdwnosci) indukcyjnie:

(1) Jesli M = z, to dla kazdej zmiennej typowej t, ({x : t},t,{}) € PC(M).

(i5) a) Jesli M = c*, to ({}, L,{}) € PC(M).
b) Jesli M =c', to ({}, T,{}) € PC(M).

(111) Jesli M = XzN i (A,0,C) € PC(N), to:

a) jesli ¢ ¢ dom(A), zas t jest zmienng typowq nie wystepujgeq w
(A,o0), to (At — 0,C) € PC(M).

b) jesli z € dom(A), to (Ay, A(x) — o,C) € PC(M).
() Jesli M = My M, to:

a) jesti (Ay,t,C1) € PC(My) i (Az,092,C2) € PC(Ms3) to roztaczne
(w sensie wystepowania tych samych zmiennych typowych) tréjki,
to niech D = {t = t1 — to;09 <o t1}, gdzie t1, to — nowe
zmienne. Wowczas (A1 + Ag,to,C1 UCy U D) € PC(M).

b) jesli (Ar, (Njer oi) = o01,C1) € PC(My) i dla wszystkich i € I
(Ai, 1, C;) € PC(My), gdzie wszystkie trajki sq roztgezne, to niech
D = {Ti <9 0 | 7 € I}. Wdéwczas <A1+ZieIAiaUIaOIUUieI C;U
D) € PC(M). m
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Nie przypadkowo powyzsza definicja przypomina definicje par PPys z
pracy Jima [6] oraz definicje par PPg z pracy van Bakela [10]. W przypadku
braku podtypéw, uktady, ktore kumulujemy w trojkach PC, redukuja sie do
uktadéw, ktére mozna rozwigzywaé¢ na biezaco — tak wladnie czynig van
Bakel i Jim. Nasze trojki PC sa zatem rozszerzeniem par ze wspomnianych
prac — stad liczne podobieiistwa zar6wno w ich definicji, jak i w dowodach
o ich poprawnosci i petnosci. W podrozdziale 3.4 wyjaéni sie, dlaczego nie
mozemy rozwiazywaé uktadéw na biezaco, tylko musimy je kumulowac.

Dla danego termu M, zbior PC(M) zawiera wprawdzie wiele elemen-
tow, lecz tak naprawde wszystkie te elementy réznia sie jedynie nazwami
zmiennych typowych. Moéwi o tym ponizszy lemat.

Lemat 3.16 Niech (A1,01,C1) € PC(M). To (Ag,09,Ca) € PC(M) wtedy
1 tylko wtedy, gdy istnieje bijekcja R ze zmiennych typowych w zmienne ty-
powe taka, ze R(A,01,C1) = (Ag,09,C5).

Dowdd: Dowdd indukeyjny na podstawie definicji PC. m

Ponizszy pomocniczy lemat wyraza fakt, ze w konstruowanych tréjkach
PC $rodowiska nie zawieraja par (zmienna, typ) odpowiadajacych niepo-
trzebnym zmiennym. Lemat ten, podobnie jak i poprzedni, okaze si¢ po-
mocny w dowodach bardziej skomplikowanych wtasnodci.

Lemat 3.17 Jesli (A,0,C) € PC(M), to x € dom(A) wtedy i tylko wtedy,
gdy z jest zmienng wolng w termie M.

Dowdéd: Dowdd indukeyjny na podstawie definicji PC. m

Pora na twierdzenie wyrazajace pierwsza ze wspomnianych wczesniej nie-
formalnie wlasnosci trojek: dla danego termu M, jesli (4,0,C) € PC(M),
to oznacza to, ze A+ M : o, o ile na zmienne z A i z o bedziemy podstawiali
wartosci spetniajace zbior C.

Twierdzenie 3.18 Jesli (A,0,C) € PC(M), zas S jest rozwigzaniem ukta-
duC, toI} » SA-M : So.

Dowo6d: Dowdd indukeyjny wzgledem budowy termu M:

(i) Jesli M ==z, t0o (A,0,C) = {z:t},t,{}), amamy I > {z:t}Fz:t
z (VAR), oraz z substytutywnosci I¥ > S{z : t} F z : St dla dowolnego
podstawienia S.

(ii) Jesli M = c*, to (4,0,0) = ({}, L,{}), a mamy I¢ > {} F ¢t :
L z (CONST.L), oraz z substytutywnosci I¥ > S{} F ¢t : SL dla
dowolnego podstawienia S.

Dla M = ¢' dowo6d analogiczny.
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(i) Jesli M = AzN, to z lematu 3.17 mamy nastepujace dwa przypadki:

a)

x nie jest wolne w N. To 0 =t — o', gdzie (A,0',C) € PC(N),
t — nowa zmienna. Niech S - rozwiazanie ukladu C; wowczas
przez indukcje mamy I¥ > SAF N : So’, a stad przez ostabianie
I! » SAU{z : St} - N : So’. Stad przez (ABS) otrzymujemy
I! » SAF XzN : St — So’' = S(t — o).

x jest wolne w N. To (4,0,C) = (AL, A'(z) — o,C), gdzie
(A';o',C)y € PC(N). Niech S bedzie rozwiazaniem uktadu C,
wowczas przez indukcje mamy I8 > SA' = N : So’. Stad przez
(ABS) otrzymujemy If > SA” - A xN : SA'(z) — So’, a to jest
to samo, co I} > SAF AzN : So.

(iv) Jesli M = My Ms, to zachodzi jeden z przypadkow:

a)

(A,U, C) = <A1 + Ag, to, C4 UCQUD>, gdzie (Al,t, Ol> S PC(Ml),
<A2,0'2,02> € PC(MQ), D = {t =11 = 12500 <9 tl}, t1,12 —
nowe zmienne. Niech S bedzie rozwiazaniem C. To (z definicji
rozwiazania) S bedzie réwniez rozwigzaniem C, rozwiazaniem
Cs i rozwigzaniem D. Zatem, z zalozenia indukcyjnego dla M i
przez ostabianie, mamy:

Iz > S(A1 + Ag) FM;:St= S(t1 — t2) = St1 — Sto. (37)

Ponadto, z zalozenia indukcyjnego dla M, i przez ostabianie,
mamy:

I > S(A1 -I—Ag) F M, : Sos. (38)

Poniewaz S jest rozwiazaniem D, to Soo <o Sti. Zatem, na mocy
lematu o czesciowej wlasnosci podtypowania, z (3.8) otrzymujemy
I! o S(A; + Ag) = My : St;. To, w polaczeniu z (3.7), przez
(ABS) daje I} » S(A1 + Ag) F MM, : Sts.

(A4,0,C) = (A1 + YigrAiso1,C1 U Ui, G U D), gdzie
(A1, (Nieroi) — o01,C1) € PC(My) i dla wszystkich i € I:
(Ai,TZ',Ci> € PC(MQ), D = {Ti <9 0; |'l € I}. Niech S deZie
rozwiazaniem C. To (z definicji rozwiazania) S bedzie rowniez
rozwiazaniem Cp, C; (dla kazdego ¢ € I) i D. Zatem, z zatozenia
indukcyjnego dla M; i przez ostabianie, mamy:

I > S(A -I—ZAi) =M S((/\ oi) > 01) = (/\ So;) = So;.
i€l i€l i€l
(3.9)
Ponadto, z zaltozenia indukcyjnego dla My i przez ostabianie,
mamy:

(Viel) I5> S(A+> A)EM: St (3.10)
el
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Poniewaz S jest rozwiazaniem D, to dla wszystkich ¢ € I: S1; <o
So;. Dzieki temu faktowi, (3.9) i (3.10) na mocy lematu 3.10
daja, ze S(Al + Zie[ Az) MMy :S0.. m

Inna wtasnosé¢, o ktorej wspomnielis$my nieformalnie wczesniej, jest taka,
ze jesli (A, 0,C) € PC(M), to podstawiajac na zmienne z A i z o wszystkie
mozliwe rozwigzania zbioru C, otrzymamy wprawdzie nie wszystkie mozliwe
typowania termu M, to jednak wszystkie w pewnym sensie ,,najlepsze typo-
wania termu M. Ponizej wprowadzamy zatem definicje stuzace formalizacji
pojecia jakosci typowan.

Definicja 3.19

(i) Niech A, A" - Srodowiska typu T1. A <y A’, jesli dla kazdego x €
dom(A"): z € dom(A) i A(z) <y A'(x).

(i) Porzgdek na parach (Srodowisko T, typ Te) definiujemy nastepujgco:

(A, o) < (A, 0") wtedy i tylko wtedy, gdy A’ <1 Aio <0 . m

Zwrdémy uwage, ze porzadek <; dla $rodowisk jest naturalnym rozsze-
rzeniem porzadku <; dla typow. Jesli A <; B, to w §rodowisku A zalozenia
o wszystkich zmiennych sa silniejsze, niz w B — w sensie porzadku <; na ty-
pach przyporzadkowanych zmiennym w tych srodowiskach. Porzadek < dla
par wyraza natomiast idee poréwnywania typowan: pewne typowanie jest
silniejsze, a wiec ,,lepsze”, od innego, jesli ze stabszych zatozen w §rodowisku
pozwala wyprowadzi¢ silniejszy typ. (Tak naprawde w powyzszych zdaniach
zamiast ,silniejszy” i ,lepszy* powinniémy byli napisaé ,nie stabszy® i ,nie
gorszy“, jednak przyjete stownictwo sprzyja przejrzystosci wywodu.)

Zauwazmy, ze relacje < i < sa przechodnie, oraz, ze A + A’ < A dla
dowolnych srodowisk A, A’ typu T;. Zauwazmy rowniez, ze jesli (A, o) <
(A’,0"), to dla dowolnego podstawienia S: S{A, o) < S(A',¢'). Wynika to z
lematu 3.1.

Teraz mozemy juz przystapi¢ do udowodnienia wtasnoéci ,,petnosci® zbio-
row PC.

Twierdzenie 3.20 Jesli I > A-M:0 i (A',o',C) € PC(M), to istnieje
rozwigzanie S uktadu C takie, ze S(A',0') < (A, 0).

Dowdd: Dowdd indukceyjny ze wzgledu na budowe termu M. Rozpatrujemy
nastepujace przypadki:

(i) M =z. To AF M : 0 przez (VAR), czyli A(z) = \;jer0i 104, <o o dla
pewnego ig € I. Dla dowolnego ¢, ({z : t},t,{}) € PC(M). To {t :=
o} jest rozwiazaniem pustego w tym przypadku ukladu i poniewaz
Ay U{z : Nigroi} < {z : o}, gdzie dla pewnego ¢ € I, 0; < 0, to
mamy {t:=oc}{({z :t},t) = {z:0},0) < (A,0).
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(i)

(iii)

(iv)
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M=c". ToI! » AF M : o przy pomocy reguty (CONSTT), czyli
o=T. No,i{},T,{}) € PC(M). Identycznos¢ jest rozwiazaniem
pustego w tym przypadku uktadu, a ze ({}, T) < (A, T), to mamy to,
co chcieliémy udowodnié.

Jesli M = ¢, to mamy dwa przypadki: albo o = L przez (CONSTL),
albo 0 = T przez (SUBL). W obu przypadkach dowod analogiczny,
jak dla M =¢'.

M = MxN. Wtedy o musi by¢ postaci o1 — o2 1 I > A, U {x :
o1} F N : 0y9. Przez indukcje, jesli (4',0%,C) € PC(N) to istnieje
rozwigzanie S uktadu C takie, ze

S(A' o) < (Az U{z : 01}, 09). (3.11)
Rozwazamy dwa przypadki:

a) Jedli z ¢ dom(A’), to dla dowolnej nowej zmiennej ¢, (A',;t —
05,C) € PC(AzN). oy jest postaci A\;c; 0y, mozna wiec znalez¢
oy € Ty takie, ze 01 <9 o] (po prostu wybierzmy dowolne o;).
Wowczas niech S" = S U {t := o]} (mozna przyja¢, ze S nie
dzialato na ¢, bo zmienna ¢ nie wystepuje w C). S’ jest rowniez
rozwiazaniem C (bo S - rozwigzanie C, i w C nie wystepuje t).
Poniewaz z (3.11) na podstawie definicji < mamy A, U{z : 01} <;
SA" iz ¢ dom(A’), to z definicji <1 mamy takze A, <; SA'.
Stad, z (3.11) i z definicji <: S"(A',t — 0)) = (SA', 0] — So}) <
(Ax, o1 — 02>.

Poniewaz A <; A,, to powyzsze daje ostatecznie, ze S'(A’,t —
ob) < (A, 01 = 09).

b) Jesli z € dom(A’). To (A, A'(z) — 0%,C) € PC(AzN). Ponie-
waz z (3.11) na podstawie definicji < mamy A, U{z : 01} <1 SA',
to z definicji <; mamy takze A, <; SAL. Stad, z (3.11) i z defi-
nicji <: S(AL, A'(z) — o)) < (Az,01 = 02).

Poniewaz A < A,;, to powyzsze daje ostatecznie, ze
S(AL, Al(z) — ob) < (A,01 = 09).

M = MM,. Wowczas I{ > A F My : (Njeroi) — o i dla wszyst-
kich ¢ € I: A+ My : 0;. Na mocy lematu 3.16 wystarczy rozwazy¢
nastepujace przypadki struktury trojek w PC(Mj):

a) (A1,t,Cy) € PC(M;). Przez indukcje, istnieje podstawienie Sp
bedace rozwiazaniem C1, takie, ze:

51<A1,t> < (A, (/\ Ui) — U).
el
Aby powyzsza nierownosé zachodzita, z definicji < musi zachodzi¢
Sit=p—0'iNecroi <i pio’ <y 0,gdzie p, o’ € Ty. Z definicji



3.2. SYSTEM I, 23

<y i <y, skoro Ajcroi <iop, to dla pewnego ¢ € I zachodzi
o; <o W, a wiec 1 g; <o W

Niech (Ag,7,C9) € PC(Ms2) bedzie trojka roztaczna wzgledem
(A1,t,C1). Przez indukcje, istnieje podstawienie Sy, bedace roz-
wigzaniem Cy takie, ze:

Sg(Ag, 7'> S <A, O'Z'>.

Niech, zgodnie z definicja PC dla aplikacji, D = {t = t; —
to;7 <o t1}, gdzie t;, to — nowe zmienne. Mozna przyja¢, ze
dom(S;) N dom(S2) = B, bo zbiory zmiennych z C; i z Co sa
roztagczne, oraz, ze S1,S2 nie dziataja na t1,to — bo te zmienne,
jako swieze, nie wystepuja ani w Cp, ani w Cy. Wowczas S =
S1 U Sy U {t1 := p;te := o'} jest rozwigzaniem C; U Cy U D,
bo: skoro S; jest rozwiazaniem C1p, to S tez; skoro Sy jest roz-
wigzaniem Cy, to S tez; ponadto S jest rozwigzaniem D, bo
St = Slt = Uu — o = Stl — Stg = S(tl — tg), oraz ST =
Sot <o 0y <o = Sty.

No, i zachodzi S<A1 + AQ,tQ) = (SlAl + SQA2,0J> < <A, 0’).

(A1, (Ajeso3) = o', C1) € PC(My). Przez indukcje, istnieje pod-
stawienie S7, bedace rozwiazaniem Cf, takie, ze:

Sl(Al,(/\ 03-) — ') < (A, (/\ o) = o).
jeJ il
Aby powyzsza nieréwnos¢ zachodzita, z definicji < musi zachodzié
(Ajes S’la;-) — S10" <9 (Ajeroi) = o, a stad z definicji <o:
S0’ <o 01 Nieroi <a Njes 5'103-. To ostatnie, z definicji <,
wyraza fakt, ze dla kazdego j € J istnieje i; € I takie, ze 0;; <g
5'103-, a wige i 0y; <o 5'103-.
Niech dla wszystkich j € J: (A4;,p;,C;) € PC(Ms) beda troj-
kami roztacznymi wzgledem siebie i wzgledem (Ay,t,Cy). Przez
indukcje, istnieja podstawienia S; bedace rozwigzaniami Cj takie,
ze:
Si(Aj, pj) < (A, pi;)-
Niech, zgodnie z definicja PC dla aplikacji, D = {p; <2 0} | j €
J}. Mozna przyjaé, ze dziedziny wszystkich rozwazanych pod-
stawien (S1,S; dla j € J) sa parami roztaczne, bo zbiory zmien-
nych pojawiajacych sie¢ w uktadach, ktérych te podstawienia sg
rozwigzaniami, sg rozlaczne. Wowcezas S = 51 UU;e; Sj jest roz-
wigzaniem Cy UJ;e; €5 U D, bo: skoro Sy jest rozwigzaniem Cf,
to S tez, skoro S jest rozwigzaniem C', to S tez; ponadto S jest
rozwigzaniem D, bo: Sp; = Sjp; <2 0i; <o 5109.
No, i zachodzi S(A4; -I—ZjEJ Aj, o) = (SIA1+ZjeJ SjAj, S0’y <
(A,o). m
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(o1 = 02) <on t = {t1 <o 01, 02 <g1t2, t=1 = ta}
(o1 = 02) <91 (1 = 1) = {11 <9101, 02 <917}

o <91 (11 AT2) = {0 <9111, 0<91 T}

Rysunek 3.2: Reguly transformacji uktadéw réwnan i <, j-nieréwnosci pod-
typowych. Zmienne wystepujace z prawej strony reguly, a nie wystepujace
z lewej, s3 Swieze.

Reszta lematow i twierdzen nie wymaga komentarza i zmierza do poka-
zania, ze problem typowalnodci termu w I} jest rozstrzygalny.

Lemat 3.21 Istnieje algorytm znajdujgcy dla danego termu M element zbio-
ru PC(M).

Dowod: Nalezy postepowac zgodnie z definicja PC(M). Lemat 3.16 wyraza
fakt, ze dla kazdego termu M, wszystkie elementy PC(M) maja taka sama
postaé, z dokladnosciag do nazw zmiennych. ®

Twierdzenie 3.22 Istnieje algorytm stwierdzajgcy, czy dany uktad rownan
i <9 0-nierownodci ma rozwigzania, i jesli odpowied? jest twierdzqca, to zwra-
cajgcy jakies rozwigzanie.

Dowo6d: Uktad réownan i <gg-nieréwnosci podtypowych jest szczegélnym
przypadkiem ukladu réwnan i <5 j-nieréwnosci podtypowych, gdzie uktad
rownan i <o 1-nieréwnosci podtypowych jest zdefiniowany analogicznie, jak
uktad réwnan i <y g-nieréwnosci podtypowych, z tym, ze znajdujace si¢ w
nim nieréwnosci sg pomiedzy typami z Tg i z T, a relacja <91 pomiedzy
typami z Ty i z T jest zdefiniowana w sposéb nastepujacy:

»Jesli o <y 7; dla wszystkich ¢ € I, to 0 <o1 (Ajer 7))

Na uklady réwnan i <, i-nier6wnosci podtypowych przenosimy wszystkie
pojecia zdefiniowane dla ukltadéow rownan i <s g-nieréwnosci podtypowych.

Uktad réwnan i <y j-nieréwnosci podtypowych, ktoéry ma rozwigzania,
daje sie rownowaznie sprowadzi¢ do uktadu, w ktérym zaden typ nie zawiera
operatora intersekcji A, czyli — innymi stowy — kazdy typ jest z To. W tym
celu nalezy zastosowaé reguty podane na rysunku 3.2. Reguty te sa troche
podobne do regut zaproponowanych przez Jima w pracy [6] do rozwiazywa-
nia analogicznego problemu dla systemu typo6w intersekcyjnych bez statych.
Zauwazmy, ze reguly te s3 poprawne: po pierwsze, przeksztalcaja uktad
rownan i <o 1-nier6wnosci w uklad rownan i <, j-nieréwnosci i umozliwiajg



3.3. SYSTEM I 25

stopniowa eliminacje wszystkich operatoréw intersekcji A. Po drugie, roz-
wiazanie uktadu po transformacji jest rowniez rozwiagzaniem uktadu przed
transformacja. Odwrotna zaleznosé nie zachodzi, bo wprowadzamy nowe
zmienne, ale zauwazmy, ze jesli pierwotny uktad nie mial rozwiazan, to nie
bedzie ich mial takze uktad po transformacji.

Po wyeliminowaniu operatoréw intersekcji przy pomocy podanych regut
otrzymamy ukltad zawierajacy wylacznie typy z Ty, a dla takich ukladow
istnieja algorytmy sprawdzajace spelnialnosé i ewentualnie znajdujace jakies
rozwiazanie (jest to tak zwany problem SSI, omawiany miedzy innymi w
pracy [9]). m

W dalszym ciggu rozdziatu zapomnimy o uktadach rownan i <o ;-nieréw-
nodci podtypowych i piszac ,,uktad® znowu bedziemy mieli na my$li uktad
rownan i < g-nieréwnosci podtypowych.

Twierdzenie 3.23 Problem typowalnosci w systemie I jest rozstrzygalny.
Jesli term M jest typowalny w IS, to mozna tatwo znaleié takie A,o, Ze
Il AFM:o.

Dowodd: Twierdzenie 3.18 mowi, ze jesli (A,0,C) € PC(M) i S jest rozwia-
zaniem uktadu C, to SA F M : So, czyli M jest typowalny. Twierdzenie
3.20 mowi, ze jesli M jest typowalny i (A, 0, C) € PC(M), to istnieje rozwia-
zanie S ukladu C. A zatem problem typowalno$ci termu M w I} jest rowno-
wazny problemowi istnienia pewnego podstawienia S bedacego rozwiazaniem
uktadu C z trojki (A, o, C) € PC(M). Wystarczy wiec znalezé dowolna taka
trojke, co jest mozliwe na mocy lematu 3.21, a nastepnie sprawdzi¢, czy C
ma rozwiazanie, co z kolei jest mozliwe na mocy twierdzenia 3.22.

Twierdzenie 3.22 moéwi réwniez, ze mozna znalezé¢ jakie§ rozwiazanie S
uktadu C' (o ile takowe istnieje), a wtedy na mocy twierdzenia 3.18 mamy
SAF M : So, czyli uzyskujemy przyktadowe typowanie termu M. m

3.3 System I.

System I, powstaje z systemu I} przez wprowadzenie reguty (SUB), zastapie-
nie nieréwnosci < rownoscia w regule (VAR) oraz usuniecie reguty (SUB.L).

Definicja 3.24 Asercje w systemie 1. sq¢ zdefiniowane indukcyjnie requtams
przedstawionymi na rysunku 3.3. Piszemy I. > A F M : o, jesli asercja
At M : o zostata otrzymana przy pomocy requt systemu I.. m

System I, jest rozszerzeniem systemu Iy, omawianego przez Jima w pracy
[6]. W rzeczy samej, definicje obu systeméw wygladaja identycznie — tyle,
ze u nas porzadek <g jest rozszerzony w stosunku do porzadku <, u Jima,
ktory nie rozwaza podtypdéw. Takie podobienstwo obu systeméw wydaje



26 ROZDZIAL 3. SYSTEMY INTERSEKCYJNE

(CONSTL) AFct: L
(CONSTT) AFc':T
(VAR) AU{z : (Njermi)} Fo:my, (gdziedg € 1)

AyU{z:0}FM:7

(ABS) AF(AaM):0— T

AEM: (Njermi) >0, (Miel)AFN:7
(APP) AF(MN):o

AFEM: T .
(SUB) m (glee T SQ 0')

Rysunek 3.3: Reguly I.. Srodowiska sa typu T, wyprowadzone typy naleza
do Tg.

sie dobitnie §wiadczy¢ o tym, ze systemy intersekcyjne szczegdlnie tatwo
rozszerzaja sie na jezyki z podtypami.

Jak tatwo przewidzie¢, system I, jest co najmniej tak silny, jak system I?.
Na pytanie, czy wprowadzenie do I} ogdlnej reguly podtypowania rzeczywi-
Scie co§ zmienia, odpowiedzieliSmy juz w czesci poswieconej podstawowym
wlasnosciom systemu I7. Dla porzadku sformalizujmy tu jednak oba te wnio-
ski.

Twierdzenie 3.25 Jesli I} >0 A+ M : 0, tol, 0 A M : 0. Odwrotna
zaleznosé nie zachodzi.

Dowd6d: Najpierw zauwazmy, ze stosujac po kolei reguty (VAR) i (SUB) sys-
temu I. otrzymujemy taki sam rezultat, jak by$my zastosowali regute (VAR)
systemu I. Ponadto, z (CONSTL) przez (SUB) otrzymujemy I, > A+ ¢t :
T, co odpowiada regule (SUB.L) z I. Oznacza to, ze reguty I. zawieraja w
sobie reguty I?. Zatem, jesli I} > AF M : o, to takze I, » AF M : 0.

Odwrotna zalezno$¢ nie zachodzi, bo mamy na przyktad I. > {z : 0 —
7} F x: (0 ANo') — 7, ale nie wyprowadzimy If > {z : 0 — 7} F z :
(cANd') = 71.m

Aby moc sprowadzi¢ dowody zaawansowanych twierdzen dla systemu I,
do dowodéw odpowiadajacych im twierdzen dla systemu I?, musimy najpierw
pokazac, ze pewne podstawowe wlasnosdci systemu 17, wykorzystywane w
tych dowodach, dotycza takze systemu I..
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Lemat 3.26 (Oslabianie) Jesli I, > AF-M:7,tol, > A+ A'+M: T,
dla dowolnego Srodowiska A’.

Dowod: Dowod indukeyjny wzgledem diugosci wyprowadzenia I, > A
M:7. m

Zauwazmy, ze dowod wlasnosci ostabiania dla systemu I} mogliSmy réw-
niez przeprowadzi¢ indukcyjnie, ale wéwczas mieliSmy lemat 3.6, z ktoérego
(oraz z banalnego lematu 3.4) ostabianie wynikalo bezposrednio.

Lemat 3.27 (Substytutywnosé¢) Jesli I. > A+ M : o, to I. » SA F
M : So, dla dowolnego podstawienia S.

Dowo6d: Dowod indukeyjny wzgledem diugosci wyprowadzenia I, > A
M : 0. Jesli ostatnim krokiem byto zastosowanie reguty (VAR), to M = x i
patrz dowod lematu o substytutywnosci dla I, punkt (ii), z doktadnoscia do
zastapienia nierownosci <p rownoscia (ze wzgledu na roznice pomiedzy regu-
tami (VAR) w obu systemach). Tak samo dla regut (CONST_L), (CONSTT),
(VAR), (ABS) i (APP) — patrz punkty (i), (iii) i (iv) tamze; tym razem
dowod przebiega identycznie. Jedli natomiast ostatnim krokiem bylo zasto-
sowanie (SUB), to istnieje krotsze wyprowadzenie I, > A+ M :0'io’ <y 0.
Z zalozenia indukcyjnego mamy I. > SA+ M : So’, a z lematu 3.1, skoro
o' <y 0, to So’' <3 So. Stad przez (SUB) otrzymujemy I. > SAF M : So.
|

Majac te wszystkie wlasnosci, mozemy teraz sprawnie sprowadzi¢ pro-
blem typowalnosci termu w I, do problemu typowalnodci termu w I?.

Twierdzenie 3.28 Term M jest typowalny w I. wtedy i tylko witedy, gdy
jest on typowalny w I7.

Dowdd: Sprowadzimy problem typowalnosci termu w I. do problemu ist-
nienia rozwigzania pewnego uktadu réwnan i <s g-nieréwnosci podtypowych,
przy czym uktad ten bedzie taki sam, jak uklad réwnowazny problemowi ty-
powalnosci tego samego termu w I7.

Niech dla danego termu M, zbior PC(M) bedzie okreslony jak w defini-
cji 3.15. Dla I, rowniez zachodzi twierdzenie 3.18 (wynika to z twierdzenia
3.25). Aby udowodnié¢, ze dla I, zachodzi réwniez twierdzenie 3.20, postu-
zymy sie indukcja ze wzgledu na dtugosé¢ wyprowadzenia I. > A F M : o.
Jesli ostatnim krokiem bylo wykorzystanie reguty (VAR), to M = z i patrz
dowod twierdzenia 3.20, punkt (i), z doktadnoscig do zastapienia nieréwnosci
<p rownoscia (ze wzgledu na roéznice pomiedzy regutami (VAR) w obu sys-
temach). Analogicznie, dla regut (CONST.L), (CONSTT), (ABS) i (APP)
— patrz punkty (ii), (iii) i (iv) tamze. Jesli zas I, > A+ M : o uzyskano
przes (SUB), to istnieje krotsze wyprowadzenie I, > A+ M : 0’ i 0’ <5 0.
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Z zalozenia indukcyjnego, istnieje (A’,¢”,C) € PC(M) i rozwiazanie S
uktadu ¢, takie, ze S(A',0") < (A,0"). A ze (A,0") < (A,0), to z prze-
chodnioéci < otrzymujemy S(A’,0") < (A,0). m

Zauwazmy, ze z powyzszego twierdzenia oraz z twierdzenia 3.13 wynika,
ze kazdy term typowalny w I, jest silnie normalizowalny. Wypadatoby jeszcze
udowodni¢, ze system I, jest zamkniety ze wzgledu na G-redukcje.

Twierdzenie 3.29 (Zamknietos¢ I. ze wzgledu na (-redukcje) Jesli
I. > AFM:0 oraz M——gN, tol. > A-N:0.

Dow6d: Dowdd taki sam, jak dowdd twierdzenia 3.11, a nawet prostszy:
w punkcie (i) nieréownos¢ <y zastepujemy rownoscia (ze wzgledu na réznice
pomiedzy regutami (VAR) w systemach I?i1.). m

Mogliby$my od razu rozwazaé system I, — zaoszczedzitoby nam to do-
wodzenia dosy¢ silnego jak na system IJ lematu 3.9, wyrazajacego wlasnosc¢
bezposrednio wynikajaca z regulty (SUB) systemu I., a wiec trywialng w
tym systemie. Przy okazji ominetaby nas konieczno$¢ dowodzenia lematu
3.6, uzytego w dowodzie lematu 3.9 (lemat 3.6 jest wprawdzie wykorzysty-
wany réwniez w dowodzie lematu o ostabianiu w I, ale ten dowdd réwnie
dobrze mozna przeprowadzi¢ indukcyjnie, jak dowod lematu o ostabianiu dla
systemu I..).

Tym niemniej interesujace wydawalo sie pokazanie, ze system bez (SUB)
jest rownie silny, jak system I.. Ponadto, w rozdziale 5 bedziemy pokazy-
waé rownowaznosc systemow I? i ML?; analogiczna rownowazno$¢ pomiedzy
systemami I. i ML bylaby trudniejsza do udowodnienia — na przyktad dla
I, nie zachodzi lemat 5.8.

3.4 Por6éwnanie I. z I. dla jezyka bez podtypow

W niniejszym podrozdziale czesto bedziemy odwotywac sie do twierdzen 3.18
1 3.20, dotyczacych systemu I?, chociaz mowa bedzie o systemie I., a nie I7.
Mamy prawo tak robi¢, bo jak juz napisaliémy w dowodzie twierdzenia 3.28,
wspomniane dwa twierdzenia zachodza takze dla systemu I.. Tak naprawde,
rownie dobrze wszystkie rozwazania z niniejszego podrozdziatu mogliby$my
przeprowadzi¢ w odniesieniu do systemu I?, a nie I., zdecydowaliSmy sie
jednak — dla ustalenia uwagi — na ten drugi system.

Jim [6] dla swojego systemu Iy, bedacego odpowiednikiem systemu I.
dla jezyka bez podtypoéw, wprowadza definicje par gtéwnych, ktora zaadap-
towana do systemu I, brzmiataby nastepujaco:

Definicja 3.30 Para (A, o) jest parg gtowng dla termu M, jesli I. > A+
M : o i dla wszystkich innych par (A',o0') takich, ze I, > A’ = M : o,
istnieje podstawienie S takie, ze S(A,o) < (A',0'). m
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Intuicyjnie, para gltéwna jest typowaniem wyprowadzajacym z najstab-
szych zalozerh w §rodowisku najsilniejszy typ, a wiec typowaniem w pewnym
sensie najlepszym.

Jim dowodzi, ze w jego systemie kazdy term ma pare gltéwna. Okazuje
sie, ze system I. nie ma takiej wtasnosdci. Nie jest to faktem trywialnym, bo
wiele terméw ma w I, pare gltowna. Przyktadowo, rozwazmy term M = Az.z.
Poniewaz (0,t — t,00) € PC(M), to na mocy twierdzenia 3.20: jesli A
M : o, to istnieje takie podstawienie S, ze S(0,t — t) < (A, o). Ponadto,
poniewaz podstawienie identycznosciowe jest rozwiazaniem pustego uktadu
z PC(M), to z twierdzenia 3.18: I. > 0 - M : t — t. Podsumowujac,
(D, t — t) jest parg gtowna dla termu Az.z. Oczywiscie, takie rozumowanie
daje sie rozszerzy¢ na wszystkie termy M, dla ktorych uktad w PC(M) jest
pusty, lub — ogolnie — tozsamosciowy (to znaczy taki, ze jego rozwigzaniem
jest podstawienie identyczno$ciowe). A zatem wniosek jest taki, ze wszystkie
takie termy maja pare gltéwna w L.

Pozostaje zastanowié¢ sie, jak ma sie rzecz z termami M, dla ktérych
uktad z PC(M) nie jest tozsamosciowy. Mozna przypuszczac, ze dla nie-
ktorych z takich terméw istnieje para gtéwna, a dla niektérych nie istnieje.
Analiza, od czego to zalezy, wykracza poza ramy niniejszej pracy i wydaje sie
nie przynosi¢ zadnych konstruktywnych wnioskéw. Ograniczymy sie zatem
do zaprezentowania termu nie posiadajacego pary gtéwnej w I. — uzasadni
to, dlaczego — w odréznieniu od Jima — nie byliSmy w stanie zaprezentowac
algorytmu obliczajacego dla dowolnego termu jego pare gtéwna.

W tym celu najpierw wprowadzamy pomocniczy lemat.

Lemat 3.31 Niech (A',0',C) € PC(M). Jesli (A,o) jest parqg gtéwng dla
M, to dla pewnego rozwigzania S uktadu C, para S(A’,d’) jest réwniez parg
gtowng dla M.

Dowod: Skoro (A, o) jest para gtowng dla M, to I, > A+ M : 0. Wow-
czas, na mocy twierdzenia 3.20, istnieje rozwigzanie S uktadu C takie, ze

S(A", o'y < (A, o). (3.12)

Pokazemy, ze S(A’,o') jest para glownag dla M. Po pierwsze — za-
uwazmy, ze na mocy twierdzenia 3.18, zachodzi I, > SA' - M : So’. Po
drugie — niech (Aj,01) bedzie dowolna para taka, ze I, > A1 F M : o1.
Poniewaz (A, o) jest para gltowna dla M, to dla pewnego podstawienia R:

R(A,0) < (A1, 01). (3.13)

No, ale z (3.12) wynika rowniez, ze RS(A',0') < R(A, o). To wraz z (3.13)
z przechodniosci < daje, ze RS(A',0') < (A1,01). B

Whiosek z powyzszego lematu jest taki, ze dla danego termu M i trojki
(A,0,C) € PC(M), pary glownej dla M wystarczy szuka¢ w zbiorze
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{S(A,0) | S — rozwiazanie uktadu C}. Jesli zatem wsrod takich par nie
ma pary gltéwnej, to term M nie ma jej w ogoble.

Udowodnimy, ze term M = z(Az.z(zy)) nie ma pary glownej w I.. Jed-
nym z elementow w PC(M) jest (A,0,C) = ({y : t1,2z : tg}, t10, {ts = tg —
t10, (tQ /\t5) — 17 <o tg,to =t3 = tg,t1 <o t3,l5 =t — t7,t4 <o t6}>. Niech
u bedzie dowolng zmienng typowa. Zauwazmy, ze rozwigzaniem ukladu C'
jest m. in. podstawienie {t; := u,to := u — u,t3 1= u,t4 = u,t5 := u —
u,tg 1= u,ty := u,tg := ((u = u) = u) = u,tg ;== (u — u) = u,typ := u}.
Na mocy twierdzenia 3.18 otrzymujemy zatem, ze poprawnym typowaniem
termu M jest typowanie

I v {y:u,z: (u—>u) > u) > u - M:u (3.14)

Stad wniosek, ze jesli S ma by¢ takim rozwigzaniem uktadu C, ze S(A, o)
bedzie para gtowna dla M, to w S(¢1), S(ts) i w S(t10) nie moga wystepowad
state (¢t ic') — bo w przeciwnym przypadku nie bedzie takiego podstawie-
nia R, zeby RS(A, o) bylo poréwnywalne z para z typowania (3.14). Wynika
to z faktu, ze stata jest poréwnywalna wylacznie ze staly, a zmienna — z
soba sama.

Skoro w S(ts) nie moga wystepowac stale, a (tg = t9 — t19) € C, to
w S(tg) i w S(t19) takze nie moga wystepowac state. Skoro w S(tg) nie
moga wystepowaé state, a ((ta At5) — t7 <o t9) € C, to w S(t2), S(t5)
i w S(t7) tez nie mogy wystepowaé state (wynika z faktu, ze zmienne sg
poréwnywalne wylacznie ze zmiennymi, i z definicji <5). Tak rozumujac,
dochodzimy w konicu do wniosku, ze w zadnym z S(t;), dla ¢ = 1,...,10,
nie moga wystepowac state, a zatem uktad réwnan i nieréwnosci C redukuje
sie do uktadu réwnan, bo nieréwnosci pomiedzy zmiennymi wymuszaja po
prostu rownosé tych zmiennych (nierownosé (to A ts) — t7 <o tg9 redukuje
sie do to — t7 = tg oraz to = t5). Okazuje sie, ze najbardziej ogdlnym
unifikatorem tak powstalego uktadu jest podstawienie S = {tg := t; —
t1,t3 := 11,84 := 11,15 ;=1 = t1,16 := 11,87 := 11,13 := ((tl — tl) — tl) —
t10,tg := (t1 — t1) — t1}. A zatem jedynym mozliwym kandydatem na pare
gtowna dla M jest para S(A,0) = ({y:t1,2z: ((t1 = t1) = t1) = t10}, t10)-

No, ale rozwiazaniem uktadu C jest rowniez podstawienie {t; := T,tg :=
T — Lty := T,tg := Lts := L — Litg := Lty == Ltg := ((T —
1) = 1) = ti,t9 := (T — L) — L}, a zatem na mocy twierdzenia 3.18
poprawnym typowaniem dla M jest

IC > {y : T,Z : ((T g J_) g J_) — th} FM: t10- (315)

Zastanowmy sie, czy istnieje takie podstawienie R, ze R({y : t1,z : ((t1 —
tl) — tl) — tw},tw) < ({y : T,Z : ((T — J_) — J_) — tlo},t10>. Z deﬁHICJI
< musialoby wowczas zachodzi¢ T <y R(t1) oraz ((T — L) = L) — t190 <4
((R(tl) — R(tl)) — R(tl)) — R(tlo). Skoro T <1 R(tl), to R(tl) =T.
Wowczas druga nieréwno$¢ ma posta¢ ((T — L) — L) = t10 <1 (T —
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T)—=>T)—= T,czylim. in. (T = T)—=T <o (T = L) — L, atonie
zachodzi.
Stad wniosek, ze term M nie ma pary gltéwnej.
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Rozdzial 4

System ML’

W tym rozdziale wprowadzimy system ML?, bedacy rozszerzeniem trady-
cyjnego systemu typéw ML na jezyk z podtypami. Szczegolnie duzo uwagi
poswiecimy wlasnosciom substytutywnosci oraz typu gtéwnego, bedziemy z
nich bowiem korzystac¢, pokazujac w rozdziale 5, ze system ML} ma podobna
sile typowania do systemu I?.

4.1 Podstawowe pojecia

Zbior warunkow, zwany dalej po prostu warunkami, to zbior, ktérego kazdy
element to albo rownanie, albo nier6wnos$¢ pomiedzy typami prostymi. A
zatem jest to po prostu szczegolny przypadek uktadu réwnan i <s o-nieréw-
nosci, zdefiniowanego w podrozdziale 3.2.3. Analogicznie, jak tam, definiuje
sie pojecie rozwiazania: podstawienie S jest rozwiazaniem zbioru warunkow
C, jesli So <y St dla wszystkich nieréwnosci (o <¢ 7) € C oraz So =
St dla wszystkich rownan (o0 = 7) € C. O takim podstawieniu moéwimy
rowniez, ze spelnia ono ten zbiér warunkéw. Warunki sa niesprzeczne, jesli
maja rozwiazanie, zas sprzeczne, jesli go nie posiadaja. Zbiér warunkéw jest
tozsamosciowy, jesli jego rozwiazaniem jest podstawienie identycznosciowe,
lub inaczej: gdy po prostu wszystkie warunki do niego nalezace zachodzg.

Z faktu, ze tak zdefiniowany zbiér warunkow jest szczegdlnym przypad-
kiem ukladu réwnan i <, -nieréwnosci, wynika przy okazji, ze dla zbioru
warunkow rowniez zachodzi twierdzenie 3.22, czyli, ze problem istnienia/zna-
lezienia rozwiazania dla danego uktadu jest rozstrzygalny.

Dziatanie podstawienia rozszerzamy w naturalny sposoéb na zbiér warun-
kow: wynikiem jest zbidér warunkéw powstatych z warunkéw wejsciowych
poprzez zaaplikowanie podstawienia do wszystkich typow wystepujacych w
warunkach. Zauwazmy, ze aplikujac podstawienie do warunkéw tozsamo-
Sciowych otrzymujemy warunki tozsamogciowe — wynika to z lematu 3.1.

W przypadku systemu ML? kazdy rozwazany typ bedzie naleze¢ do Ty
lub do jednego z nastepujacych zbioréw, zdefiniowanych jako najmniejsze
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zbiory spelniajace odpowiednie réwnania:

Tc = {(C,7)|C — warunki,7 € Ty},
Tye = TcoU{Vio |t e TypeVars,o € Tyc}.

T to typy proste z warunkams, Tyc natomiast to kwantyfikowane typy pro-
ste z warunkami. Zauwazmy, ze oba te zbiory powstaja przez rozszerzenie o
warunki ,tradycyjnych® zbioréw typow systemu ML.

Jesli (C,7) € T¢, to zmienne wolne typu (C,7) (czyli FV((C,T))) to
zmienne wystepujace w typie 7 oraz zmienne wystepujace w réwnaniach i
nieréwnosciach w zbiorze C. Typ kwantyfikowany V¢, ...Vt,7 (ktory mo-
zemy zapisa¢ w uproszczeniu jako Vt; ...t,7 lub Vi) ma zmienne zwigzane
(kwantyfikowane, generyczne) ty,...,1t,, pozostale za§ zmienne w takim ty-
pie to zmienne wolne. Innymi stowy, FV(Vt...t,7) = FV(1) — {t1,...,ts}.
Mozemy utozsamia¢ typy roznigce sie jedynie nazwami zmiennych zwiaza-
nych — analogicznie, jak utozsamiamy termy rachunku lambda rézniace sie
jedynie nazwami zmiennych zwigzanych.

W niniejszej pracy przyjmiemy konwencje, ze jesli nie zaznaczono inaczej,
to piszac Vi; ... t,7 rozumiemy, ze 7 € T¢.

Jesli S jest podstawieniem, o = Vt;...t,7 € Tye, to So jest typem
Vti...t,S8'T, gdzie S’ to podstawienie dajace taka sama warto$é, jak S, dla
wszystkich argumentoéw z wyjatkiem #1,...,%,, na ktérych to zmiennych jest
ono identycznosciowe. Innymi stowy, w przypadku typu kwantyfikowanego
podstawienie dziala na zmienne wolne, nie dziata za§ na zmienne generyczne.
Istotne jest to, zeby przed zaaplikowaniem podstawienia S na typie kwan-
tyfikowanym tak przemianowaé zmienne zwigzane, by nie kolidowaty one ze
zmiennymi z rng(S). Przyktadowo, {t := t1}(Vt1(0,t — #1)) jest rowne
Vio(D,t; — t2), a nie V1 (D, t1 — t1). (Jak tatwo zauwazy¢, wystarczy prze-
mianowaé tylko te zmienne zwigzane, ktére wystepuja wérod wartosci, jakie
zwraca S dla zmiennych wolnych z typu, na ktory dziata.) Tak naprawde,
dzialanie podstawieni na typach z kwantyfikatorami jest analogiczne do dzia-
tania podstawieri na lambda-termach.

Niech o0 =Vt;...t,7 € Tyc i 7,7" € Te. Mowimy, ze 7' jest instancjg o
(albo, ze o instancjonuje sie do '), co zapisujemy jako o = 7', wtedy i tylko
wtedy, gdy dla pewnych p1,...p, € Ty, mamy 7" = {t; := p1,...,t, :=
pn}7. Obliczenie jakiej$ instancji pewnego typu z Tyc okreslamy jako zin-
stancjonowanie (albo instancjacje) tego typu. Relacje > rozszerzamy w spo-
sob nastepujacy: o = (Vuy...u,7"), wtedy i tylko wtedy, gdy w1, ..., Un
nie sa wolne w o i o = 7'. Relacje > w naturalny sposob rozszerzamy na
srodowiska typu Tye: A = A') jesli dla kazdego € dom(A’): 2 € dom(A)
oraz A(z) = A'(z).

Lemat 4.1 Niech oy > 09, gdzie 01,09 € Tyo. Jesli o9 = T, gdzie T € T,
to takze o1 = T.
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Dowo6d: Skoro o1 = 09, to niech o7 = Vii...t,m, 09 = Yuyp...upn(, i
wowczas z definicji &= zachodzi: oy > ¢ i uy,...u nie sa wolne w o;.

Niech S bedzie najmniejszym podstawieniem odpowiadajacym instan-
cjacji o9 = T, to znaczy takie, ze S¢ = 71 S dziata tylko na ui,...up. A
7€ Ug,... Uy nie s wolne w o1, to stad wynika, ze S nie dziala na zmienne
wolne z o07.

Niech R bedzie najmniejszym podstawieniem odpowiadajacym instan-
cjacji o1 = (, to znaczy takim, ze Rm = ( i R dziata tylko na t¢1,...%,, nie
dziala za$ na zmienne wolne z o7.

Rozwazmy podstawienie (SR). Zaréwno S, jak i R nie dzialaja na
zmienne wolne z o;. A zatem (SR) rowniez nie dziala na zmienne wolne
z 01. Stad wynika, ze wartos¢ (SR)m odpowiada pewnej instancji typu o.
Co wiecej, (SR)m = S(Rw) = S{ = 7, a wiec o instancjonuje sie do 7. ®

Bedziemy jeszcze potrzebowali pojecia generalizacji typu wzgledem Sro-
dowiska: dla 7 € T¢ i srodowiska A typu Tye: Gen(A,7) = Viy...t,T,
gdzie t1,...t, sa wszystkimi zmiennymi wolnymi w typie 7, nie wolnymi w
srodowisku A.

4.2 Podstawowe wlasnosci

Definicja 4.2 Asercje w systemie ML sq zdefiniowane indukcyjnie regu-
tami przedstawionymi na rysunku 4.1. Piszemy ML; > A F M : o, jesli
asercja A+ M : o zostata otrzymana przy pomocy regut systemu ML;. m

Gorny indeks ,s* w nazwie ML sygnalizuje, ze system jest sterowany
sktadnig, powstal on bowiem jako modyfikacja sterowanej sktadnia wersji
systemu ML, przedstawionej miedzy innymi w pracy [6].

Na poczatek lemat wyrazajacy kilka najprostszych wtasnosci systemu
ML;.

Lemat 4.3

(i) Jesli ML > A M :0 iz ¢ dom(A), to ML > AU{z:7}+ M :

g.

(ii) Jesli ML > AU{z: 7} M : 0 i x nie jest zmienng wolng w M,
to ML » A-M:o.

(111) Jesli ML, > AU{z : 7}t M : 0 iz nie jest zmienng wolng w M,
to ML > AU{z: o} M :o0.

(iv) Jesli MLS > AU {z : VECy, 7))} F M : (Cy, 1), to MLE > AU {z :
Vf{@,ﬁ)} F M :(C,13), gdzie C4 C Cs.
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(CONSTL) AFct:{({L<po},0)
(CONSTT) AFc':{({T <po},0)
(VAR) AU{z : Vit ... t,(C, )} F x: (Co,2)

jesli Yty ... t,(C, 1) = (C1, 1) 1 Co = Cy U{m <o T2}

A, U{z: (0,7)} F M : (C,o0)
(ABS) AF (XzM): (C,7 — o)
(APP) AFM:(Cin), AFN:(Cym)

AF(MN):(CiUCU{r =1 — 7}, 7)

AFM:(Ci, 1),
(LET) Ay U{z : Gen(A, (C1, 1))} F N : (Cy, 19)
Al (let z =M in N) : (C U Cy, 1)

jesli z wolny w N,
1 W przeciwnym przypadku.

gdzie C' = { Qé

Rysunek 4.1: Reguty ML{. Srodowiska sa typu Tye, wyprowadzone typy
naleza do T¢. W zadnym z wyprowadzonych typéw zbiér warunkéw nie
moze byé sprzeczny.
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Dowod: (i), (ii), (iv) — dowod indukcyjny ze wzgledu na budowe termu
M, (iii) — wynika z (i) i (ii). m

Nastepny lemat odpowiada analogicznemu lematowi dla ML z pracy [4],
przypomina tez troche lemat 3.6. Wyraza fakt, ze wzmocnienie srodowiska
nie psuje jakosci wyprowadzonego typu.

Lemat 4.4 Jesli ML > AU{z:0}FM:7i0" >0, to ML, > AU{z:
o'} EM:T.

Dowdd: Dowdd indukceyjny ze wzgledu na budowe termu M. Wszystkie
przypadki sa trywialne, z wyjatkiem przypadku M = z, kiedy to nalezy sko-
rzysta¢ z lematu 4.1. m

Ponizszy lemat bedzie wykorzystany w dowodzie twierdzenia o substy-
tutywnosci dla ML?. Jego intuicyjne znaczenie jest takie, ze typy w Sro-
dowiskach nie moga zawiera¢ warunkéw sprzecznych — chyba, ze typy te
odpowiadaja zmiennym, ktoére nie wystepuja w typowanym termie.

Lemat 4.5 Jesli MLE > AU {z :VH{C,7)} F M : (D,0) i z jest zmienng
wolng w M, to C jest niesprzecznym zbiorem warunkdw.

Dowo6d: Dowodd indukeyjny ze wzgledu na budowe termu M. Rozpatrujemy
nastepujace przypadki, w ktorych z jest wolny w M:

(i) M = z. Mamy zatem Vi{C,7) = (C;,7) i D = CL U {n <y o}
i D jest niesprzeczny. Istnieje zatem rozwigzanie R zbioru D, czyli
podstawienie R takie, ze RD jest zbiorem warunkéw tozsamosciowych,
wiec w szczegdlnosci RC| jest zbiorem warunkéw tozsamosciowych.

Niech S bedzie najmniejszym podstawieniem odpowiadajacym instan-
cjacji VE{C, 7) > (Cy1, 1), to znaczy dziatajacym tylko na t; z ¢ i takim,
ze S(C, 1) = (C1,11). W szczegolnosci mamy wiec SC = C). Zatem
zachodzi rowniez RSC = RC i skoro RC jest tozsamosciowy, to RSC
- rowniez. A wiec C jest niesprzeczny, bo ma rozwigzanie (RS).

(ii) M = AN, v # z, ¢ zmienna wolna w N. Asercje ML} > AU {z :
VHC, )} F AzN : (D, o) uzyskano przez (ABS), azatem 0 = oy — 09 i
skorzystano z przestanki MLE > A,U{z : VH{C, 7)}U{v : (0,01} - N :
(D, 09). x jest zmienna wolng w N, a zatem, z zalozenia indukcyjnego,
C jest niesprzeczny.

(i) M = M;M,. Asercje ML: v AU {z : VH{C,7)} F MM, : (D,o)
uzyskano przez (APP), a zatem D = C;UCyU{r = 10 — o} i
skorzystano z przestanek ML > AU {x : VH{C,7)} F My : (C1, 1)
oraz ML{ > AU {z : Vi{C, 1)} F My : (Ca, 7). Jesli x jest zmienna
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wolng w M, to korzystamy z zalozenia indukcyjnego dla pierwszej z
tych przestanek, w przeciwnym przypadku — korzystamy z zalozenia
indukcyjnego dla drugiej z nich.

(iv) M =1let v = My in Ms. Rozpatrujemy dwa przypadki:

a) x jest zmienng wolna w M. Asercje z tresci lematu uzyskano
przez (LET) m. in. z przestanki MLS > AU {z : V{C, 1)} F M; :
(C1, 1), wiec skoro z jest wolny w M, to z zatozenia indukcyjnego
C - niesprzeczny.

b) z jest zmienna wolng w My. A zatem musi by¢ v # x i aser-
cje z tresci lematu uzyskano przez (LET) m. in. z przestanki
ML: > A, U{z :VEH{C,7)} U{v: 7} F My : (Co,72), wiec skoro
x wolny w My, to z zalozenia indukcyjnego C' - niesprzeczny.

I wreszcie — ostatnie, najwazniejsze twierdzenie w tej czedci rozdziatu o
systemie ML;.

Twierdzenie 4.6 (Substytutywnosé¢) Niech ML) > A+ M : (C,7). To
wWowezas:

(i) jesli dla pewnego podstawienia S warunki SC sq niesprzeczne, to
ML > SA+ M : S(C,T), oraz

(i1) jesli Gen(A,(C,7)) = (C',7') i warunki C' sq niesprzeczne, to
ML > AFM: (C', 7).

Dow6d: Dowdd indukeyjny wzgledem budowy termu M przeprowadzamy
jednoczesnie dla obu czesci lematu, przy czym (ii) bezposrednio wynika z
(i). Niech bowiem S bedzie najmniejszym podstawieniem, ktorego dzia-
lanie na (C,7) odpowiada instancjacji Gen(A, (C,7)) = (C',7'), to zna-
czy takim, ze S(C,7) = (C',7') oraz S dziala tylko na zmiennych zwia-
zanych w Gen(A, (C,7)), a wiec nie wolnych w A. Z punktu (i), skoro
ML] > A+ M :(C,7), to ML > SAF M : S(C,7) = (C",7"). Az S
dziata tylko na zmiennych nie wolnych w A, to SA = A, a zatem otrzymu-
jemy, ze ML? > Ak M : (C',7').

Zauwazmy, ze z punktu (ii) wynika, ze mozemy przemianowa¢ zmienne
z (C,T) nie wystepujace wolno w A na jakie§ dowolne inne zmienne. 7
wlasnosci tej bedziemy korzysta¢ w dowodzie czesci (i) lematu. Oto ten
dow6d — rozpatrujemy nastepujace przypadki:

a) M = c¢'. Mamy zatem ML > A F ¢t : ({L <o 7},7) przez
(CONST.L). Przez te sama regule mamy réowniez MLS > SA I ¢t :
({L <0 8(7)},S(7)) = SHL <o 7}, 7) — o ile tylko zbior S{L <, 7}

niesprzeczny, a tak jest z zalozenia.
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b)

M = z. Asercje ML;] > A F z : (C,7) otrzymano przez (VAR), a
zatem A(x) = VIE’(O(),T()% VIE’(O()ﬂ'o) ~ <Ol,7'1> i1 C = Cl U {7’1 S()
7}. Niech zmienne z ¢ beda przemianowane tak, by nie kolidowaty ze
zmiennymi wystepujacymi w rng(S), bo za chwile bedziemy rozwazac
typ SVIE’(O(),T(».

Niech S’ bedzie podstawieniem zdefiniowanym nastepujaco:

S'(u) = S(u) dla v nie wystepujacych w ,
) u w przeciwnym przypadku.

Wowczas SA(z) = SVHCy, 7o) = VES'(Cy, 10).

Niech R bedzie najmniejszym podstawieniem odpowiadajacym instan-
cjacji VE(Co, 70) > (C1,71), to znaczy takim, ze R(Cy, 1) = (C1,71)
oraz R dziala tylko na zmiennych z £. Niech R' bedzie podstawieniem
zdefiniowanym nastepujaco:

R(u) = U dla u nie wystepujacych w ,
SR(u) w przeciwnym przypadku.

Zauwazmy, ze dla u z wektora ¢ mamy: R'S'(u) = R'(u) = SR(u), na-
tomiast dla pozostalych v mamy: R'S'(u) = S'(u) = S(u) = SR(u) (w
tym drugim przypadku przeksztatcenia wynikajg z faktéw, ze zmienne
z £ nie koliduja z rng(S) oraz, ze w dom(R) sa tylko zmienne z ). A
zatem mamy:

R'S' = SR.

Instancjonujac w SA(z) zmienne ¢; na R/(t;) otrzymujemy
R’S’(Co,To) = SR(CU,T()> = S(R<00,70>) = S(Cl,’r1>. A zatem
SA(xz) = (SCy,St). Ponadto, z faktu, ze SC niesprzeczny, wynika,
ze SC1 U {ST <o ST} tez niesprzeczny. A zatem przez (VAR) otrzy-
mujemy, ze ML? > SAF z: (SCLU{ST <o S7},S7) = S(C, 7).

M = AxN. Asercje ML; > A+ AxN : (C, ) otrzymano przez (ABS),
a zatem T jest postaci 7y — Ty i skorzystano z przestanki ML > A, U
{z : (0,m1)} F N : (C,72). Z zalozenia indukcyjnego zachodzi zatem
ML; > SA; U{z : (0,S7)} F N : (SC,S72), a stad przez (ABS)
mamy ML > SA + \xN : (SC,S11 — Smo) = S(C,11 — 1) =
S(C,T).

M = M;M,. Asercje ML; > A+ MM, : (C,7) otrzymano przez
(APP), a zatem C jest postaci C; U Co U {1 = 10 — 7} 1 skorzy-
stano z przestanek ML} > A+ M, : (C1, 1) oraz ML) > A+ My :
(Co,12). Skoro SC jest niesprzeczny, to SC; oraz SC5 rowniez sa nie-
sprzeczne. A zatem mozemy zastosowaé zalozenie indukcyjne, otrzy-

mqu%C MLZ > SAF M1 : <SCl,ST1> i MLg > SAF M2 : (SCQ,STQ).
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Stad przez (APP) otrzymujemy ML’ > SA+F MM, : (SC; U SCsy U
{811 = S0 — S7},S7T).

M = let © = M; in My i z nie wystepuje wolno w M. Wow-
czas (C,7) jest postaci (C1 U Cy,72) 1 asercje ML? > A F let z =
M in M; : (Cy U Cy,72) uzyskano z przestanek: ML} > A - M, :
(Cl,T1> oraz MLz > A, U {x : Gen(A, <Cl,7'1>)} F M (CQ,TQ).
Skoro SC = SC1 U SCY jest niesprzeczny, to SCy i SCy sg rowniez nie-
sprzeczne. Zatem mozemy do tych przestanek zaaplikowaé zaltozenie
indukcyjne, otrzymujac odpowiednio

MLz > SAF M1 : <SCl,STl> (41)

i ML > SA, U {x : SGen(A4,(Cy,m1))} F My : (SC2,ST2). 7 tego
ostatniego faktu, poniewaz x nie jest zmienna wolnag w M, na mocy
lematu 4.3 (iii) wynika, ze ML} > SA,U{z: Gen(SA, (SC1,Sm1))} F
M, : (SC3,Sm). To oraz (4.1) przez (LET) daje ML > SA +
let x = My in My : (SC1 U SCy, Sto) = S(C, 7).

M =let z = M; in My i x wystepuje wolno w Ms. Wowczas asercje
ML > Atk let = M; in My : (C,7) uzyskano z przestanek:

MLZ > AF M1 : <Cl,7'1> (4:2)

oraz

ML; > Ay U{z: Gen(A4,(Cy,m1))} - My : (C,T). (4.3)
Mozemy przyjac, ze
S(w)=v dlaveFV((C1,m)) —FV(A). (4.4)

Gdyby bowiem tak nie bylo, to mogliby$my odpowiednio przemiano-
wac te zmienne z (Cp, 1) na mocy czesci (ii) niniejszego lematu, na
jakie§ inne zmienne (C], 7{) speliajace ten warunek i nigdzie nie ko-
lidujace. W punkcie (4.2) mieliby$my wowczas w wyprowadzonym
typie (C],7]) zamiast (C1,71), a w punkcie (4.3) w §rodowisku (z :
Gen(A,(C],11))) zamiast (z : Gen(A4, (C1,7))), natomiast wyprowa-
dzony typ dla M,, a wiec i dla catego (let ...), bylby taki sam, bo
srodowiska bylyby takie same — z doktadnoscia do nazw zmiennych
zwigzanych. 7 tego samego powodu mozemy takze zalozy¢, ze

Vo € FV((Ch,m)).(v ¢ FV(A) = v ¢ FV(SA)). (4.5)

— znowu wystarczy odpowiednio przemianowa¢ zmienne z (Cy, 71) nie
wolne w A.

Najpierw udowodnimy, ze przy powyzszych zatozeniach zachodzi:
FV((Ci,7)) — FV(A) C FV((SCy,Sm)) — FV(SA). Niech bowiem
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t € FV({(Ci,m)) — FV(A). To =z (4.4) zachodzi
t € FV((SCy,Sm)) — FV(A). To oznacza, ze t € FV((SC1, ST))
oraz t ¢ FV(A). No, ale jedli takie ¢t ¢ FV(A), to z (4.5) mamy row-
niez t ¢ FV(SA). A zatem t € FV((SCy, S71)) —FV(SA). Poniewaz ¢
dowolne, to stad wynika, ze

FV((C1, 7)) — FV(A) C FV((SCy, Sm1)) — FV(SA). (4.6)

Do Gen(A,(Ci,11)) bedziemy chcieli zaaplikowaé podstawienie S.
Gen(A, <01,7'1>) = th...tn<01,7'1>, gdzie {tl,...,tn} =
FV((Cy,m))—FV(A). Zmienne ty, ... t, trzeba by przemianowaé przed
zaaplikowaniem podstawienia S, gdyby .S moglo podstawié¢ na zmienne
z (C1, 1) (rozne od tq,...,t,, bo na zmienne zwiazane podstawienie
nie dziala) wartosci, w ktorych wystepowalyby zmienne ¢q, ... %, (ta-
kie dziatanie zapewnia poprawnos¢ podstawienia; patrz definicja pod-
stawienia). No, ale S nie podstawia na zmienne z (Cy, 1) rézne od
t1,...,ty (a2 wiec wolne w A) wartosci, w ktorych wystepujg zmienne
t1,...t,. Gdyby bowiem tak bylo, to nie zachodzitby warunek (4.5) —
bo w srodowisku SA pojawilyby sie pewne zmienne z {¢1,...t,} jako
wolne. Wniosek: zmiennych zwiazanych z Gen(A4, (C1,71)) nie trzeba
przemianowywac przed zaaplikowaniem do tego typu podstawienia S.
Utatwi nam to dalszy wywod.

Mamy: SGen(A, <01,7'1>) = SVt1 cee tn<01,7'1>, gdzie {tl, cee ,tn} =
FV((Ci, 1)) —FV(A). Zmiennych t,...,t, nie trzeba przemianowy-
waé na mocy wywodu z poprzedniego akapitu, oraz z (4.4), S nie dziata
na nich, a zatem SGen(4, (Cy,11)) = Vi1 ...1,(SC1, S71). Natomiast
Gen(SA,(SCy,S11)) = Yuy...u,(SCy,ST1), gdzie {uj,...,un} =
FV((SCi,Sm)) — FV(SA). Z faktu (4.6) wynika, ze {t1,...,tp} C

{u1,...,um}, a zatem

Gen(SA, (SCy,S1)) = SGen(A, (C1,71)). (4.7)

Z zalozenia indukcyjnego, (4.3) daje
ML; > SA, U{z: SGen(A4, (C1,m1))} - My : S(C, 7).
No, ale poniewaz zachodzi (4.7), to z lematu 4.4 zachodzi rowniez
ML; > SA, U{z: Gen(SA, (SC1,Sm1))} F My : S(C, 7). (4.8)

Poniewaz x wystepuje wolno w My, to z lematu 4.5 zastosowanego do
(4.8) wynika, ze SC] - niesprzeczny. Mozemy zatem zastosowaé zalo-
zenie indukeyjne do (4.2), otrzymujac ML > SAF M; : (SCy, St1).
To wraz z (4.8) przez (LET) ostatecznie daje, ze ML) > SAF let z =
My in M, : S(C,T) |
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W powyzszym dowodzie w punktach e) i f) wyszlo na jaw, dlaczego
reguta (LET) ma dwa przypadki — w zaleznosci od tego, czy x jest wolne
w My, czy tez nie. Musimy umie¢ wywnioskowaé, ze warunki z typu dla M,
po zaaplikowaniu podstawienia nie s sprzeczne. Dla z nie wystepujacego
wolno w My musimy wiec w warunkach wynikowych po prostu mie¢ warunki
z typu dla M;. Jednak dla = wystepujacego wolno w My nie mozemy w
warunkach wynikowych mie¢ warunkéw z typu dla M;, bo warunki z typu
dla M; przemianowujemy. W tym drugim przypadku fakt niesprzecznodci
warunkoéw dla M; zapewnia lemat 4.5.

Pottier, rowazajac system w pewnych aspektach podobny do naszego, w
pracy |7] proponuje dla let regute, ktora w naszym formalizmie wygladataby
nastepujaco:

AFM:{(Ci,1),
(LET") Az U{z:Gen(A4,(Ci, 1))} F N : (Cy,12)
At (let z =M in N): (p(C1) U Cq,12)

— gdzie ¢ jest dowolnym podstawieniem takim, ze dom(yp) =
FV((Cy,m1)) — FV(A). Taka reguta tez umozliwiataby przeprowadzenie do-
wodu substytutywnosci, bo z jednej strony w warunkach wynikowych mamy
pewng posta¢ warunkow z typu dla M, a z drugiej strony nie zachodzi pro-
blem w przypadku, gdy trzeba przemianowaé¢ zmienne z typu dla M;. Tym
niemniej pozostaniemy przy regule (LET), bo daje ona mniejsza dowolnos¢
w ksztaltowaniu warunkéw wynikowych, a co za tym idzie, niektoére dowody
z dalszego ciagu pracy beda tatwiejsze do przeprowadzenia.

Wspomniana praca Pottiera poswiecona jest metodom upraszczania ukta-
dow nieréwnosci (co u nas w ogole nie ma miejsca), a system typow w niej
zaprezentowany nie za wiele ma wspolnego z naszym — w szczeg6lnosci nie
ma wlasnosci typu gtéwnego, niezbednej do udowodnienia réwnowazno$ci z
systemem I? (bedzie o tym mowa w dalszym ciagu pracy), jak rowniez nie
wspomina sie o wlasnosci substytutywnosci itp. Podsumowujac — wbrew
pozorom, praca Pottiera nie za wiele ma wspolnego z trescig niniejszego roz-
dziatu.

4.3 Typowalnosé

Definicja 4.7 (Typ gltowny) Typ o € T¢ jest typem glownym dla termu
M w Srodowisku A wtedy i tylko wtedy, gdy ML] > A+ M : o oraz dla
wszystkich typow o' takich, ze ML > A+ M : o', zachodzi Gen(A, o) = o'.
|

Bedziemy starali si¢ wykazac¢, ze system ML; posiada wlasnos¢ typu
gltownego — czyli, ze dla dowolnego termu i srodowiska, jesli dany term jest
typowalny w tym srodowisku, to ma on w nim typ gléwny.
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W tym celu wprowadzamy algorytm T i dowodzimy, ze oblicza on typ
gltowny. Mozna dostrzec pewne podobieristwo w idei dzialania tego algo-
rytmu do idei dziatania algorytmu W, znajdujacego typ gtowny w systemie
ML i opisanego miedzy innymi przez Damasa i Milnera w pracy [4].

Definicja 4.8 (Algorytm T) W poniziszym opisie algorytmu, b oznacza
wszedzie swiezqg zmienng typowq, czyli rozng od wszystkich zmiennych ty-
powych, z jakimi mial do czynienia algorytm (w rozwazanych Srodowiskach
i typach) do chwili generacyi tej zmiennej. Dodatkowo, algorytm T koriczy
dziatanie z btedem, jesli w obliczonym typie, albo w typie bedacym wynikiem
pomocniczego obliczenia, zbidr warunkow bedzie sprzeczny. Majgc to na vwa-
dze, definiujemy T(A, M) = o, gdzie:

(i) Jesli M = c*, to o := ({L < b},b).
Jesli M =c", to o := ({T <o b},b).

(i1) Jesli M = x, to jesli x ¢ dom(A), to blad, w przeciwnym razie niech
A(z) =Vt ... t,(C, 7).
Typ ten instancjonujemy do (C1,71) := {t1 := b1,...,ty := by }{(C, 1),
gdzie by, ..., by sq Swiezymi zmiennymi typowyms.
Zwracamy o = (C1 U {r <o b},b).

(153) Jesli M = AxN, to niech:
(Cy7) :=T(Az U{x : (0,b)},N).
Zwracamy o = (C,b — 7).

(iv) Jesli M = My My, to niech:
(Cr,m) == T(A, M),
<02,T2> = T(A,MQ)
Zwracamy o = (C1 U Cy U {1 = 19 — b}, b).

(v) Jesli M =let x = M; in Ms, to niech:
(Cr,m) := T(A, M),
(Ca, 1) = T(Az U{z : Gen(A, (Cy,m1))}, Ma).
Zwracamy o := (C' U Cy, 7o), gdzie:

0 jesli x jest zmienng wolng w Mo,
C= ,
C1  w przeciwnym przypadku.

Pierwsza cze$¢ dowodu, ze algorytm T oblicza typ gtéwny, nie jest zbyt
skomplikowana:

Twierdzenie 4.9 (Poprawnos$é algorytmu T) Jesli T(A,M) = o, to
ML » A-M:o.



44 ROZDZIAL 4. SYSTEM ML%

Dowdd: Trywialny dowod indukcyjny ze wzgledu na budowe termu M. B

Bardziej ztozony jest natomiast dowod, ze typ obliczony przez algorytm T
jest rzeczywiscie gtowny. W tym celu najpierw bedziemy potrzebowali kilku
dodatkowych definicji i lematéw. Na poczatek podkreslmy, ze zmienne ge-
nerowane podczas dziatania algorytmu T, bedac §wiezymi, zapewniaja brak
jakichkolwiek kolizji.

Lemat 4.10

(i) W zwracanych przez algorytm T typach zmienne sq¢ albo Swieze, albo
wziete z danego jako argument Srodowiska.

(ii) Podczas wykonywania algorytmu T dla pewnych danych (A, M) cza-
sami ma miejsce rekurencyine wywotanie algorytmu T poprzez instruk-
cje postaci o = T(Az U{z : 7},N), gdzie FV(r) N (FV(A(x)) —
FV(A.)) = 0. To wowczas, o ile takie wywotanie zakoriczy sie suk-
cesem, zachodzi: Yv € (FV(A(z)) — FV(Az)).v ¢ FV(o).

(11i) Podczas wykonywania algorytmu T dla pewnych danych (A, M) czasem
ma miejsce dwukrotne rekurencyine wywotanie algorytmu T poprzez
instrukcje postaci: oy = T(Ay, My); o9 := T(Ag, Ms). To wiwczas,
o ile takie wywolania zakoriczq sie sukcesem, (FV(o1) — FV(A1)) N
(F'V(02) — FV(A2)) = 0.

(iv) Podczas wykonywania algorytmu T dla pewnych danych (A, M) czasem
ma miejsce rekurencyjne wywotanie algorytmu T poprzez instrukcje po-
staci: o = T(A1, My). To wéwczas, o ile takie wywotanie zakorniczy sie
sukcesem, FV(A) N (FV(o) — FV(Ay)) = 0.

Dowd6d: Punkt (i) mozna udowodni¢ przez indukcje ze wzgledu na budowe
termu M. Punkt (ii) bezposrednio wynika z (i): w $rodowisku A, nie ma
zmiennych nalezacych do FV(A(z)) — FV(A4), nie ma ich réownie w typie
7, a zatem nie ma roéwniez prawa ich by¢ w FV(o); owszem, moglyby sie
tam pojawié¢ jako nowe, ale zmienne z FV(A(z)) — FV(4,) nie sa w chwili
wywolania T(A, U{z : 7}, N) swieze — jako, ze wystepuja w FV(A).

Sens punktu (iii) jest taki, ze w obliczonych typach oy i o9 zbiory zmien-
nych, po ktorych mozemy generalizowa¢ odpowiednio w A; i w As, sa roz-
taczne. Sens punktu (iv) jest taki, ze w obliczonym typie o zmienne, po
ktorych mozna generalizowaé wzgledem srodowiska A1, nie kolidujg ze zmien-
nymi z FV(A). Zachodzenie obu tych wlasnosci wynika z faktu, ze w zwraca-
nych przez algorytm T typach zmienne, po ktorych mozemy generalizowac,
sa $wieze, a wiec nie wystepuja w zadnych ze §rodowisk i typéw obliczanych
badz rozwazanych uprzednio. B
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Bedziemy rowniez potrzebowali pojecia semi-instancji, jak réwniez kilku
zwigzanych z nig wtasnosci:

Definicja 4.11 (Semi-instancja) Niech A, A" bedq Srodowiskami typu
Tye. A jest semi-instancjg A, jesli dla pewnego podstawienia S zachodzi
SA-A. m

Lemat 4.12 (Jednoznacznosé podstawienia w semi-instancji) Jesl
R1A ~ A g Ry A ~ A,, to Yv € FV(A)Rl(v) = RQ(U).

Dowod: Niech v € FV(A), czyli dla pewnego z, zmienna v wystepuje w
typie A(z) =Vt ...t,0. Niech zatem A'(z) = VYu; ... uy,7 i zachodzi

RiA(z) = A'(z) oraz RyA(z) = A'(z). (4.9)

Niech zmienne ty,...,%, beda odpowiednio przemianowane — tak, by
nie kolidowaly z podstawieniami R; i Rg; to znaczy na przyktad tak, by
nie nalezaty do rng(R;) Urng(Rz). Niech wowczas R), R} beda podstawie-
niami identyczno$ciowymi na ¢y, . .., t,, a na pozostate zmienne dziatajacymi
tak, jak R; i Re — odpowiednio. Poniewaz v ¢ {ti,...,t,}, to wystarczy
pokazac, ze R} (v) = R5(v).

Z (4.9) i z definicji = mamy: Ry A(x) =Vty...t,Rjo = T oraz Ry A(x) =
Vit ...t Rh0 = 7. Niech S bedzie najmniejszym podstawieniem odpowia-
dajacym instancjacji Vt; ...t, R0 = 7, to znaczy takim, ze S1Rjo = T oraz
dom(S;) = {t1,...,t,}. Analogicznie, niech Sy bedzie najmniejszym pod-
stawieniem odpowiadajacym instancjacji Vi; ... t, Rho > T, to znaczy takim,
ze SoRho = 1 oraz dom(Ss) = {t1,...,t,}. Mamy zatem S1R)o = SaRho,
czyli musi zachodzi¢ Vt € FV(0).S1 R (t) = SoR,(t). W szczegolnosci wiec
zachodzi Sy R} (v) = SRS (v). No, ale S1R|(v) = R}(v), bo Sy dziala tylko
na {ti,...,t}, a ti,...,t, ¢ rng(R}). Analogicznie, SoR)(v) = RH(v). A
zatem R (v) = R)(v), co mielismy wykaza¢. m

Lemat 4.13 Niech RA = A’ oraz RGen(A, (C,0)) = (D, ). To wéwczas
RGen(A,(C,0)) = Gen(A',(D,T)).

Dowodd: Niech RGen(A4, (C,0)) = RVty...t,(C,0), gdzie {t1,...,t,} =
FV((C,o)) — FV(A). Niech Gen(A4',(D,7)) = VYuyi...un(D,7), gdzie
{uy,...,un} =FV({(D, 7)) — FV(4").

Z zalozenia i z definicji > zachodzi RVt ...t,(C,0) = (D, 7). Nalezy

wiec pokaza¢, ze zadne z uy,...,u, nie jest wolne w RVt ...1,(C,0), a
wowczas z definicji > otrzymamy, ze RVt ...t,(C,0) = Yuy ... up(D,T).
Dowo6d nie wprost. Niech u, € {uq,...,uy,} bedzie takie, ze u, wy-

stepuje wolne w RVty...t,(C,0). To oznacza, ze dla pewnej zmiennej
v e FV((C,0)) NFV(A), w typie R(v) wystepuje u, (bo R dziala wewnatrz
typu Vtq ...t,(C,0) na wszystkie zmienne z wyjatkiem nie nalezacych do
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FV(A) zmiennych ty,...,t,). No, ale skoro v € FV(A), za$ u, wyste-
puje w R(v), to u, € FV(RA), a wiec takze, poniewaz RA = A’', mamy
ugy € FV(A'). Sprzecznosé, bo uy, € FV((D, 7)) —FV(4'). m

Teraz mozemy juz przystapi¢ do udowodnienia, ze typ obliczony przez
algorytm T jest rzeczywiscie typem gltéwnym. Do przeprowadzenia dowodu
indukcyjnego bedziemy potrzebowali silniejszego zatozenia:

Twierdzenie 4.14 (Pelnosé algorytmu T) Niech A bedzie Srodowiskiem
typu Tyc, za§ M — termem M,,;. Niech A’ bedzie semi-instancjqg A, zas T —
typem takim, ze ML? > A"+ M : 7. To wéwczas:

(i) T(A, M) wykonuje sie poprawnie, i
(11) jesli T(A, M) = o, to dla pewnego podstawienia R:

RA = A" oraz RGen(A,0) = 1.

Dowdd: Dowod indukeyjny ze wzgledu na budowe termu M. Rozwazamy
nastepujace przypadki:

e M=ctlubM=c".

Najpierw rozwazmy sytuacje M = ct. Jesli MLS » A’ - ¢t : 7, to sko-
rzystano z reguly (CONSTL), a zatem 7 jest postaci ({L <o 7}, 7), dla
pewnego m € Ty. Zauwazmy, ze T(A,ct) wykonuje sie poprawnie, dajac
o = ({L <o b},b), gdzie b — §wieza zmienna typowa.

Skoro A’ jest semi-instancja A, to dla pewnego S: SA = A’. Niech zatem
R = S, a otrzymamy, ze RA = A’. Ponadto, RGen(A4,0) = RVb{({L <
b},b) = Vb({L <o b},b). Ten typ instancjonuje si¢ do ({ L <y 7}, 7) poprzez
podstawienie na b typu 7.

Dla M = ¢" dowod analogiczny. O

o M = ux.

Asercje MLY > A’ = z : 7 otrzymano przez (VAR), a zatem A'(z) =
Vuy ... um(Cy, 1), A'(x) = (C1, 1)1 7 = (CLU{7] <o 7}, m), przy czym
zbior C] U {1{ <o m} niesprzeczny.

A’ jest semi-instancja A, a zatem istnieje takie podstawienie S, ze SA =
A"} czyli w szczegolnosci ¢ € dom(A) i SA(x) = A'(x). Niech A(z) =
Viy ...ty (Co,10). Skoro SA(z) = A'(z) i A'(z) = (C],7]), to na mocy
lematu 4.1 otrzymujemy, ze takze SA(x) = (C], 1), czyli, ze

Svtl...tn<00,7'0> ~ (C{,T{) (4.10)



4.3. TYPOWALNOSC 47

Poniewaz zachodzi réwniez Ve.c > m, gdzie ¢ to nowa zmienna, nie wyste-
pujaca w dotychczas rozwazanych typach i w rng(S), to z (4.10) wynika,
ze:

SVt ... tnC<C() U {7’0 <o C}, C) - <Oi U {7’{ <o 7r}, 7r). (4.11)
Poniewaz z € dom(A), to T(A, z) wykona si¢ bez bledu spowodowanego
brakiem pary dla z w §rodowisku. Algorytm T zinstancjonuje ¢1,...,t, z
A(z) na Swieze zmienne by,...,b,, dajac (Cy, 1) = {t1 := by,...,t, :=

b }(Co, 10). Moglby tu wystapi¢ btad, gdyby zbior Cy byl sprzeczny, ale on
sprzeczny nie jest, bo w (4.10) jest on (semi)instancjonowany do zbioru C1,
ktory nie jest sprzeczny. Wynikowym typem, zwréconym przez algorytm T,
bedzie 0 = (Cy U {11 <o b},b), gdzie b to $wieza zmienna. Tu rowniez nie
bedzie zadnego btedu spowodowanego sprzecznymi warunkami.

Rozpatrzmy Gen(A, o). Generalizujac w A typ o mozemy kwantyfikowac
bi,...,by 1 b (pozostate zmienne z o sa wolne w A, bo sa wolne w A(z)). Po-
niewaz typy kwantyfikowane rozwazamy z doktadnosciag do nazw zmiennych
kwantyfikowanych (o ile tylko nie koliduja), to przemianujmy w Gen(A, o)
zmienne b; z powrotem na t;. Otrzymamy wowczas, ze

GGH(A, O') = th . tnb<00 U {7’0 SO b}, b> (412)

Niech R =S. To RA = A’ oraz z (4.12) RGen(A4,0) = SVt ...t,b(Co U
{m0 <o b},b). Ten ostatni typ mozemy utozsami¢ z typem z lewej strony
faktu (4.11), poprzez przemianowanie b w pierwszym z tych typow, a ¢ w
drugim z tych typow, na jakas zmienng nie kolidujaca ani tu, ani tu. Wow-
czas fakt (4.11) da nam, ze RGen(A,o) = (C] U {r] <o 7}, 7), czyli, ze
RGen(A,o) = 71. O

o M = A\zN.

Asercje ML? > A’ F AzN : 7 otrzymano przez (ABS), a zatem 7 jest postaci
(C, 11 — 1) 1 uzyto przestanki

ML: > AL U{z:{(0,7)} - N :(C, 7). (4.13)

Algorytm T najpierw liczy (Ci,01) = T(A, U {z : (0,b)}, N), gdzie b
to nowa zmienna typowa. Skoro A’ jest semi-instancja A, to dla pewnego
podstawienia S zachodzi SA = A’. Ponadto, skoro b, jako §wieza, nie wy-
stepuje w FV(A), to mozna przyjac, ze S nie dziala na b. Mamy wowczas
(SU{b:=71}) (A U{z : (0,b)}) = ALU{z : (0, 71)}, a zatem ALU{z : (B, 71)}
jest semi-instancja A, U{x : (0,b)}. Mozemy zatem zastosowa¢ zalozenie in-
dukeyjne, z (4.13) otrzymujac, ze (C1,01) = T(A; U {z : (0,b)}, N) obliczy
sie poprawnie i dla pewnego podstawienia R; bedziemy mieli:

Ri(Ay U{z: (0,b)}) = AL, U{z: (D, 7)} (4.14)
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oraz

R1Gen(A, U {x : (0,())}, (C1,01)) = (C, 12). (4.15)

Niech R bedzie podstawieniem zdefiniowanym nastepujaco:

R(t) = S(t) dlateFV(A(z)) —FV(A,),
| Ri(t) w przeciwnym przypadku.

Zauwazmy, ze

R(b) = Ri(b) = 1 (4.16)

(ostatnie przeksztalcenie wynika z (4.14)).

Poniewaz SA; = A, orazz (4.14): R1A; > A, to z lematu o jednoznacz-
nosci podstawienia w semi-instancji otrzymujemy, ze Vv € FV(A,).R(v) =
S(v). Ponadto, z definicji R: Vv € FV(A(z)) — FV(4;).R(v) = S(v). A
zatem Vv € FV(A).R(v) = S(v). Czyli, skoro SA = A’, to takze RA = A’.

Pozostaje dowies¢, ze RGen(A, (C1,b — o1)) = (C, 71 — m2). Fakt (4.15)
inaczej zapisany oznacza, ze RiVty...t,(Ci,01) = (C,79), gdzie
{t1,...,tn} = FV((Cy,01)) — FV(A;) — {b}. Poniewaz R rozni si¢ od Ry
tylko na zmiennych z FV(A(z)) — FV(A;), a ich nie ma w typie (C1,01) na
mocy lematu 4.10 (ii), to mamy réwniez:

Rth...tn<Cl,01> - <C,T2>. (4.17)
Rozwazamy dwa przypadki:

i) b ¢ FV((Ci1,01)). Wowczas FV((Ci,01)) — FV(A;) — {b} =
FV((C1,01)) — FV(A;) = FV((Cy,01)) — FV(A) (to ostatnie prze-
ksztalcenie wynika z lematu 4.10 (ii)). Mamy zatem z (4.17), ze
RYty ... t,(C1,01) > (C,19), gdzie {tl, e ,tn} =
FV((Cy,01)) — FV(A). Stad, poniewaz Vb.b = 71 1 b & {t1,...,t,}
oraz b ¢ FV((C1,01)), to mamy réowniez: RVty...t,b(C1,b — o1) =
(C,m — m). Poniewaz b ¢ FV(A), to stad wynika, ze
RGGH(A, (Cl,b — O'1>) - <C, T — Tg).

(ii) b € FV((Cy,01)). Wowczas (FV((C1,01)) — FV(A,) — {b}) U {b} =
FV((C1,01)) — FV(A;) = FV((Cy,01)) — FV(A) (to ostatnie prze-
ksztalcenie wynika, tak samo jak w punkcie (i), z lematu 4.10 (ii)).
Mamy zatem z (4.17) takze, ze RVt;...t,b(C1,01) = (C,72), gdzie
{t1,...,tn, b} = FV((C1,01))—FV(A), poniewaz b mozemy zinstancjo-
nowa¢ tak, jak przedtem dziatalo nari R. Mamy zatem takze
RVt ... t,b(C1,b — o1) = (C,71 — 79), bo zauwazmy, ze instan-
cjonujac b do R(b) z (4.16) otrzymujemy 71. A zatem i tym razem
udowodnilismy, ze RGen(A, (C1,b — 1)) = (C, 71 — m2). O
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o M = M1M2.

Asercje ML? > A" = MM, : 7 otrzymano przez (APP) z przestanek:
MLS > A" = My : (Dy,711) oraz ML > A" = My : (Da,72), pray czym
T=(D1UDyU{m =1 — 7}, m), gdzie warunki w typie 7 sa niesprzeczne.

Algorytm T najpierw oblicza (Ci,01) = T(A,M;). 7 zalozenia in-
dukcyjnego obliczy sie to prawidlowo i dla pewnego R; bedzie zachodzito:
RiA > A oraz R1Gen(A,(C1,01)) = (D1,7). Niech R = R;. Zachodzi
wowczas RA = A’ oraz

Rth...tn<Cl,01> - <D1,7’1> (4.18)

— gdzie {t1,...,tn} =FV((Cy,01)) — FV(A).

Nastepnie algorytm T oblicza (C, 72) = T(A, M2). I tym razem z za-
tozenia indukcyjnego obliczy sie to prawidtowo i dla pewnego Ro bedzie
zachodzito: RpA > A’ oraz RyGen(A, (Cy,09)) = (D2, 72). Ten drugi fakt

inaczej wyrazony stanowi, ze
RQV’U,l...’u,m<OQ,02> - <D2,7’2) (4.19)

— gdzie {uy,...,un} =FV((Cq,02)) — FV(A).

Jako wynikowy typ T zwroci o = (C1 U Ce U {01 = 09 — b},b), gdzie b
to $wieza zmienna.

Rozwazmy wyrazenie RoVu; ... up(Co,02). W wyrazeniu tym Ry dziala
tylko na zmienne z FV((Cy,02)) wolne w A. Poniewaz RyA = A’ i RA -
A’ to, z lematu o jednoznacznosci podstawienia w semi-instancji, Ry i
R tak samo dzialaja na zmiennych wolnych w A. A zatem (4.19) impli-
kuje RVu ... um(Co,02) = (D2,79). Ponadto, na mocy lematu 4.10 (iii),
{t1,...,ta} N {uy,...,un} = 0, a zatem z tych dwoch zaleznosci oraz z
(4.18) otrzymujemy, ze RVt ...tnuq ... un(C1,01,Co,02) = (D1,11, Do, T2)
(dla jasnosci wywodu stworzylismy tymczasowo nowg klase typow). A to po
przeksztatceniu oraz skorzystaniu z faktu, ze Vb.b > w oraz b ¢ {t1,...,tn,
Uty - ,Um} ib ¢ FV((Cl, o1, 02, O'2>) daje: thl . tnul . Umb<01 U 02 U
{01 =09 — b},b> b <D1 UDyU {7’1 = T9 — 7T},7T>.

A ze b ¢ FV(A), to z powyzszego wynika, ze RGen(A,(C; U Cy U
{o1 = 02 — b},b) = 7. Przy okazji mamy, ze algorytm dokoriczy dziala-
nie bez btedu, bo zbior C; U Co U {07 = o2 — b} jest niesprzeczny, jako
(semi)instancjonujacy sie do niesprzecznego z zatozenia zbioru warunkow z
typu 7. O

o M =let LE:Ml inMg.
Asercje ML? > A’ Flet 2 = M; in My : 7 uzyskano przez (LET) z przesta-

nek: ML; > A"+ My : (Dq,71) oraz ML, > Al U{z: Gen(A4',(Dy, 7))} F
M : (D3, 72).



50 ROZDZIAL 4. SYSTEM ML%

Algorytm T najpierw oblicza (Cy,01) = T(A, M;). Z zalozenia induk-
cyjnego, obliczenie takie wykona sie poprawnie i dla pewnego podstawienia
R; bedzie zachodzito:

RiA- A (4.20)

oraz
RlGen(A, <01,01>) - <D1,7’1>. (4.21)
Nastepnie algorytm T oblicza (Co, 09) =

T(Az U {z : Gen(A4,(Ci,01))}, M2). Z (4.20) i (4.21) na podstawie le-
matu 4.13 mamy, ze R1Gen(A,(C1,01)) = Gen(A4',(Dy,7)). A zatem
Ry (A U{z : Gen(A4, (Cr,01))} = ALU{z : Gen(A', (D1, 7))}, czyli AL U{z :
Gen(A', (D1, 71))} jest semi-instancja A, U {z : Gen(A, (C1,01))}. A zatem
znowu mozemy uzy¢ zatozenia indukcyjnego, otrzymujac, ze (Cy, 02) zosta-
nie obliczone bez btedu i dla pewnego podstawienia Ry bedzie zachodzito:

Ro(A, U{x: Gen(A, (C1,01))}) = AL U{z: Gen(4, (D1, 1))} (4.22)
RQGGH(AI U {x : Gen(A, <Ol,01>)}, (CQ,UQ)) - <D2,7’2>. (4.23)

Z faktu (4.22) wynika w szczegolnosci, ze RsGen(A,(Cy,01)) =
Gen(A',(Dy, 1)), a wiec z definicji > takze:

RQGGH(A, <01,01>) - <D1,7’1>. (4.24)

Niech A; = {z : Gen(4,(C1,01))}, A2 = {z : (D1, 11)}. Z (4.24) zachodzi
Ry Ay > Ag, zas z (4.21) zachodzi R; Ay = Ay. Zatem, na mocy lematu o jed-
noznaczno$ci podstawienia w semi-instancji, mamy: Vv € FV(A;).Ry(v) =
Ry (v). No, ale FV(A;) = FV((C1,01)) NFV(A). A zatem otrzymujemy, ze:

Yv € FV((Cl, O'1>) N FV(A)R1 (’U) = Rg(’v). (425)
Niech R bedzie podstawieniem zdefiniowanym nastepujaco:

R(t) = Ri(t) dlateFV(A(x)) —FV(4,),
| Ru(t) w przeciwnym przypadku.
Poniewaz z (4.22): RyA, = AL, zas z (4.20): Ry A, = AL, to z lematu o

€T
jednoznacznosci podstawienia w  semi-instancji = otrzymujemy, — ze

Yo € FV(Ap).R(v) = Ryi(v). Ponadto, =z definicji R:
Vv € FV(A(z)) — FV(A;).R(v) = Ri(v). A zatem, reasumujac,
Vv € FV(A).R(v) = Ry (v). (4.26)

Czyli, skoro RjA = A’ to rowniez RA = A’.
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Fakt (4.23), inaczej zapisany, brzmi: RoVty...t,(Ca,09) = (D2, 1),
gdzie {t1,...,tn} = FV((Cq,02)) — FV(A; U {z : Gen(A4, (C1,01))}). Roz-
patrzmy wyrazenie RoVty...t,(Co,02). Podstawienie R rézni sie od Rs
tylko dla zmiennych v € FV(A(z)) — FV(A4;), wowczas bowiem R(v) =
Ri(v). No, ale jedli taka zmienna v € FV((Cy,03)), to zachodzi rowniez
v € FV((Cy,01)). (A to dlatego, ze (Ca,09) =
T(AzU{z : Gen(A, (C1,11))}, M2), wiec na mocy lematu 4.10 (i), w (Cy, o2)
maja prawo pojawic sie tylko te zmienne z FV(A(z)) —FV(A4,), ktore wyste-
puja w Gen(A4, (C1,71)).) A zatem, z (4.25), dla takiej zmiennej v: R;i(v) =
Ry(v), czyli znow R dziala tak samo, jak Ry. Reasumujac,
RoVty ...t (Ca,09) = RVt ... t,(Co,09) 1 mamy:

Rth...tn<CQ,02> - (DQ,T2>. (4.27)

Dodatkowo wiemy, ze ti,...,t, ¢ FV(A), bo z lematu 4.10 (iv), zmienne,
po ktorych mozna generalizowaé w zwréconym typie, nie koliduja z zadnymi
innymi.

Fakt (4.21), inaczej zapisany, brzmi: RiVu;...un,(C1,01) = (D1,71),
gdzie {ui,...,up} =FV((C1,01)) —FV(A). A zatem jedyne zmienne wolne
w Yup...un(C1,01) to zmienne nalezace do FV(A). Z wtasnosci (4.26)
mamy wiec R1Vuq ... un(Cr,01) = RVuy ... upn(Ch,01) i mamy:

Rvul...’u,m<01,01> - (Dl,T1> (4.28)
Rozpatrujemy dwa przypadki:

(i) x — wolne w Ms. Wowczas 7 = (Ds,72), zas$ algorytm T zwraca
(CQ, O'2>. Z (427) zachodzi: RVt ... tn<02, 0'2> - (DQ, 7'2> ity ..ty ¢
FV(A) (patrz uzasadnienie pod (4.27)). Stad bezposrednio wynika, ze
RGen(A, (CQ, 02>) - (DQ, 7'2>.

(ii) x - nie wolne w My. Wowcezas 7 = (D1UDs, o), za$ algorytm T zwraca
(Cl U 02,U2>. Z lematu 4.10 (111)7 {tl, . ,tn} N {Ul, . ,Um} = @, a
zatem z (4.27) oraz z (4.28) otrzymujemy: RVt;...tpu;...un(Ci U
Cy,02) = (D1 UDg,m9) ity,...,t, ¢ FV(A) (patrz uzasadnienie pod
(4.27)) oraz ui,...,u, ¢ FV(A). Stad bezposrednio wynika, ze
RGGH(A, (Cl U Csy, O'2> - <D1 U Do, 7'2>. [ |

Mozna mie¢ zastrzezenia co do dtugosci dowodu powyzszego twierdzenia.
Watpliwe jest jednak, czy twierdzenie to daje sie udowodni¢ znacznie prosciej
i kroce;j.

Z udowodnionych wtasnosci algorytmu T mozna wyprowadzi¢ wlasnosé
istnienia typu gtéwnego dla systemu ML;.

Twierdzenie 4.15 (Wlasno$é typu glownego) Jesli term M jest typo-
walny w Srodowisku A przy pomocy requt systemu ML, to istnieje typ gtowny
dla M w A: jest to typ zwrécony przez algorytm T dla danych (A, M).
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Dowéd: Niech ML; > A F M : 7. To wowczas, z twierdzenia 4.14
(o petnosci algorytmu T), T(A, M) wykona sie poprawnie zwracajac pe-
wien typ o taki, ze na mocy twierdzenia 4.9 (o poprawnosci algorytmu T),
ML; > AF M : 0. Z twierdzenia 4.14 wiemy roéwniez, ze istnieje takie pod-
stawienie R, ze RA = A oraz RGen(A, o) = 7. Skoro RA > A oraz IA > A
(gdzie I to podstawienie identycznosciowe), to z lematu o jednoznacznosci
podstawienia w semi-instancji: Yv € FV(A).R(v) = I(v) = v — czyli, ze
R nie dziala na zmiennych z FV(A). Stad Gen(4,0) = RGen(4,0) > 7, a
zatem o jest typem gtéwnym dla M w A. m

Zauwazmy, ze w powyzszym twierdzeniu nie zaktada sie, ze term M
jest zamkniety. Wielu autorow (na przyklad Benke w [2] — system BCo)
proponuje systemy typow dla jezykéw z podtypami posiadajace wiasno$é
typu gltéwnego ograniczona do terméw zamknietych.

Dla porzadku, na zakonczenie podamy jeszcze jedno twierdzenie:

Twierdzenie 4.16 Problem typowalnosci termu w ML} jest rozstrzygalny.

Dowod: Dla danego termu M wystarczy uruchomic¢ T(A, M), gdzie A =
{z1 : VED, ), ...,z : VED, 1)}, zas x1,...,z, to wszystkie wolne zmienne z
M. 7 punktu (i) lematu 4.3 wynika, ze wystarczy rozwaza¢ $rodowiska z
parami tylko dla zmiennych wolnych w M, z punktu (iv) lematu 4.3 wynika,
ze wystarczy rozwazaé §rodowiska z typami o pustych warunkach, zas z le-
matu 4.4 wynika, ze wystarczy rozwazac typ Vi(D,t), jako instancjonujacy
sie do kazdego innego typu o pustych warunkach. m

Warto zauwazy¢, ze w praktycznej implementacji algorytmu T naleza-
toby rozwazy¢ zastapienie sprawdzania niesprzecznosci warunkéw w kazdej
fazie dziatania algorytmu sprawdzeniem niesprzecznosci warunkéw jedynie
w typie konicowym. Mozna by tak zrobié¢, poniewaz ewentualne sprzecznosci

propaguja sie.



Rozdzial 5

Por6éwnanie systemu I} z
systemem ML’

W tym rozdziale bedziemy probowali wykazaé, ze systemy I7 i ML; maja
podobng site typowania. Najpierw udowodnimy, ze kazdy term typowalny w
systemie ML] po zamianie instrukcji let na odpowiadajace im konstrukcje
aplikacji i abstrakcji staje sie termem typowalnym w systemie I7. Nastep-
nie zastanowimy sie, ktore termy typowalne w systemie I? po zastapieniu
mozliwie duzej liczby aplikacji instrukcjami let beda typowalne réwniez w
systemie ML;.

Pojeciem przewijajacym sie w tym rozdziale bedzie generalizacja zbioru
typow prostych.

Definicja 5.1

(i) Generalizacjg zbioru typow prostych T jest kazdy typ o € Ty taki, ze
dla kazdego T € T: o = (C,T) 1 zbidr warunkéw C jest tozsamosciowy.

(11) Jesli (N;jer i) € T1, to zbior generalizacji typu (N;ep 7i), oznaczany
przez CG(N\;er i), definiujemy jako zbior wszystkich generalizacji zbio-
ru{r | i€ I}

(113) Niech A bedzie Srodowiskiem typu Ty, zas A" — srodowiskiem typu T1.
Wowczas A jest generalizacjg A’, co zapisujemy przez A=<A', wtedy 1
tylko wtedy, gdy dla kazdego © € dom(A’): z € dom(A) i A(z) €
CG(A'(z)). m

Po pierwsze — zauwazmy, ze kazdy zbiér typoéw prostych ma swoja ge-
neralizacje: typ Vt((),t), a zatem dla kazdego typu o € Ty, zbior CG(o) jest
niepusty. Stad wniosek, ze dla kazdego $rodowiska A’ typu T istnieje takie
srodowisko A typu Tyc, ze A=A’

Ponadto — zauwazmy, ze jesli AXA" i A<A" to A=L(A" + A"), oraz, ze
jesli A=A’ to takze A<A’. Z wtasnosci tych bedziemy korzysta¢ dowodach
lematéw w dalszej czesci niniejszego rozdziatu.

93



54 ROZDZIAL 5. POROWNANIE SYSTEMU Ig Z SYSTEMEM ML%

Pojecie generalizacji zbioru typéw prostych nie jest niczym nowym i jest
spotykane w literaturze (patrz na przyktad [6]). My jednak wprowadzamy
nowa, bardziej ogélna jego wersje — u nas generalizacja moze byé¢ typ poli-
morficzny z warunkami.

5.1 Od ML’ do I*

Idea dowodu, ze system I nie ustepuje systemowi ML; pod wzgledem sity
typowania, jest nastepujaca: w systemie ML] typy w $rodowiskach sa kwan-
tyfikowane, a zatem moga instancjonowac sie do nieskonczenie wielu réznych
typow prostych. Jednak do otypowania terméw lambda-rachunku wystarczy
skoriczona liczba typow dla kazdej zmiennej, bo kazda zmienna wystepuje
w termie skoniczong liczbe razy. A zatem typ kwantyfikowany w $rodowisku
mozna zastapi¢ typem intersekcyjnym o odpowiednio wielu cztonach — aby
tylko wérdd tych cztonéw byty wszystkie typy, do ktérych uprzednio instan-
cjonowano typ kwantyfikowany. Szerzej o tych zagadnieniach pisze miedzy
innymi van Bakel w pracy [10] (strony 75-77).

Wsrod termow ML jest konstrukcja let, ktorej nie uwzglednia system I7.
Dlatego najpierw musimy zamieni¢ wszystkie wystapienia let na odpowia-
dajace im konstrukcje aplikacji i abstrakcji:

Definicja 5.2 Definiujemy funkcje unml ze zbioru termow My, do zbioru
termoéw My :

(i) unml(c) = ¢ (dla c € {c1,c'}),

(i7) unml(z) =

(
(

(#5i) unml(AzN) = Az unml(N),

(iv) unml(M; Ms) = unml(M;) unml(M,),
(

(v) unml(let x = M; in Ms) = (Az unml(Ms))(unml(M;)). =
Teraz mozemy juz podac¢ kluczowe w tym podrozdziale twierdzenie.

Twierdzenie 5.3 Jesli ML) > A+ M : (C,7) i C jest tozsamo$ciowym
zbiorem warunkow, to dla pewnego A’ takiego, ze A=A', zachodzi I¢ > A’ F
unml(M) : 7.

Dowo6d: Dowodd indukeyjny ze wzgledu na budowe termu M. Rozpatrujemy
nastepujace przypadki:

(i) M =ct. Mamy ML? b AFct: ({1 <o 7},7) izbior {L <g 7} jest
tozsamosciowy, a zatem 7 = 1 lub 7 = T. Jesli 7 = L, to zauwazmy,
e I$ > ) ct: L i A<D, a zatem mamy to, co chcielismy wykazaé.
Jesli 7 = T, to dowdd analogiczny.
Dla M = ¢' dowd6d analogiczny.
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M = z. Asercje ML;] > A F z : (C,7) otrzymano przez (VAR), a
zatem A(x) = oy = (C1,n) 1 (C,7) = (CL U{nn <o 7},7). Skoro
C = CyU{rn <o 7} jest zbiorem tozsamosciowym, to C; i {1 <g 7}
sa rowniez zbiorami tozsamosciowymi.

Niech A" = {z : i}. Wowczas A<A’, bo o, = (C1,71) i Oy jest
tozsamosciowy. Mamy rowniez I > {z: 7} Fx:7 bomn <o7.

M = XxN. Wowczas T musi by¢ postaci 7, — 72 i asercje ML) > A+
AzN : (C,71 — 7o) uzyskano przez regute (ABS) systemu ML} z
przestanki ML] > A, U{z: (0,7)} F N : (C, 1), i C tozsamosciowy.
Z zalozenia indukcyjnego mamy zatem:

IE > A Frunml(N) : 7 i A, U{z: (0,7)}=A" (5.1)

Jesli z € dom(A'), to z definicji < wynika, ze A'(z) = 7. Jesli
z ¢ dom(A), to na mocy lematu 3.4 z (5.1) bedziemy réwniez mieli
IE > AU{z:7}Funml(N) : 7. W obu przypadkach mamy wiec:

I¥ o ALU{z: 7} Funml(N): 7.

a stad przez regule (ABS) systemu I? i lemat 3.5 otrzymujemy:
IEv A, F X unml(N) : 75 — 7o Ponadto, skoro
Ay U{z: (0,71)}=3A", to A= AL.

M = M M,y. Wowcezas C, musi by¢ postaci Cy UC,U{m =1 — 7} 1
skorzystano z przestanek: ML; > A+ M, : (Cy, 1) oraz ML) > Al
My : (Cy,19). Skoro C jest tozsamosciowy, to Cy i Co sa rOwniez tozsa-
mosciowe, a zatem =z zalozenia indukcyjnego otrzymujemy, ze
I! » A F unml(M;) : 7y, gdzie A=Ay, oraz I¥ > Ag F unml(My) :
To, gdzie A=A,. Mamy wowczas takze A<A; + Ay oraz z oslabiania:
Ig > Ay + Ay F unml(Ml) T i Ig > A; + Ay F unml(Mg) I TY.
Skoro C' - tozsamosciowy, to 71 = 79 — T, a zatem z tych dwoch asercji
na mocy reguty (APP) systemu I? otrzymujemy, ze If > A; + Ay
unml(M;)unml(M,) : 7.

M =let x = My in My. Wowczas (C, 1) jest postaci (Cy U Co,73),

gdzie Cy U Cy jest tozsamosciowy, zas

O = 0 jesli z wolny w My,
¥ 1 Cp w przeciwnym przypadku

i asercje dla let otrzymano przez (LET) z przestanek:

MLg > AF M1 : <Ol,7'1> (52)
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oraz z ML] > A, U {x : Gen(A,(Ci1,m))} = My : (Ca,m2). 7Z tej
ostatniej asercji przy pomocy zalozenia indukcyjnego uzyskujemy:

I¥ > A Funml(My) : 75 oraz A, U {x : Gen(4, (Cy, 7))} =A".

(5.3)

Zauwazmy, ze z powyzszego wynika A<A!.

Rozpatrujemy dwa przypadki:

a)

z € dom(A’). Wowczas niech A'(z) = (A;e;0i). Mamy wiec
I > AL U{z : (Nicy0i)} F unml(My) : 7, a stad przez regule
(ABS) systemu I? i lemat 3.5 otrzymujemy:

I} o Al F Az unml(My) : (N i) = 7. (5.4)
el
Poniewaz A, U {z : Gen(A4,(Ci,n))}=A" i A'(z) = (Nijer i),
to z definicji < zachodzi Gen(A, (Cy, 1)) € CG(A;er i), czyli z
definicji CG mamy:

(Vi e I) Gen(A,(C1,m1) > (Cj, ;) (C; tozsamosciowe). (5.5)

Skoro (5.2) glosi, ze ML > A F M : (Cy,71), to stad i z (5.5)
na mocy twierdzenia 4.6 (ii) otrzymujemy, ze dla kazdego i €
I: ML > A+ M, : (Cj,04). Stad przez zalozenie indukcyjne
otrzymujemy dla kazdego ¢ € I: I¥ > A; F unml(M,) : 0;, gdzie
A=A;. To przez ostabianie daje dla kazdego i € I: I b Al +
>ier Ai Funml(M,) @ 0;. Z kolei (5.4) przez oslabianie daje, ze
Lo A+ Y, Ai B Az unml(Ms) = (Ajep0i) — 2. Te dwie
asercje na mocy regulty (APP) systemu I¢ daja, ze I¥ > A/ +
Yicr Ai B (Az unml(My))unml(M;) : 79. Oraz, skoro A<A! i
Vi € I.A=A;, to AjAfB + Zie[ A;.

z ¢ dom(A’). Skoro z (5.3): I¥ 0 A"+ unml(Ms) : o iz ¢
dom(A’), to oznacza to, ze x nie wystepuje wolno w unml(M,)
(latwy lemat dla If; dowod indukcyjny). A zatem C, = Cfj,
czyli skoro C = Cp U Cy jest tozsamosciowy, to C] jest rowniez
tozsamogsciowy.

Z (5.2) mamy zatem na mocy zalozenia indukcyjnego:

I! > Ay b unml(My) : 7p gdzie A<A,. (5.6)

Ponadto, z (5.3), poniewaz = ¢ dom(A'), to z lematu 3.4 mamy:
I! > AL U{z : 7} - unml(My) : 72, a stad przez regute (ABS)
systemu IS: IS > A" F Az unml(Ms) : 1 — 79. Stad przez
ostabianie mamy I > A'+ As F Az unml(Ms) : 71 — 79. Z kolei
z (5.6) przez ostabianie mamy: I¥ > A'+A; - unml(M;) : 7. Te
dwie asercje na mocy reguly (APP) systemu If daja: I¥ > A"+
Ay F (Az unml(Ms))unml(M;) : 7. Ponadto, skoro A<A! i
Al = A’ to ARA'. A ze takze A=Ay, to AXA'+ Ay m
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Pora na podsumowanie.

Twierdzenie 5.4 Jesli M jest termem typowalnym w ML?, to unml(M)
jest termem typowalnym w I} .

Dowdd: Skoro M jest typowalny w ML], to niech ML} > A+ M : (C,0).
Poniewaz, z definicji systemu ML, C' nie moze by¢ sprzeczny, to ma roz-
wigzanie S. Z substytutywnosci dla ML; mamy woéwczas: ML > SA
M : (SC,So) i SC jest tozsamosciowy. A zatem z twierdzenia 5.3 mamy
I! > AFunml(M) : So dla pewnego A’. m

5.2 OdI* do ML’

Ta czes¢ niniejszego rozdziatu bedzie bardziej skomplikowana. Pytamy sie,
czy termy typowalne w I? beda typowalne rowniez w MIL;. W ogélnosci tak
nie bedzie, bo polimorfizm w I? jest osiagany dzieki polimorficznej abstrak-
cji (reguta (ABS) dopuszcza wprowadzenie do srodowiska typu polimorficz-
nego), natomiast w ML abstrakcja jest monomorficzna, a polimorfizm jest
osiggany przy pomocy konstrukcji let.

Pierwsze zatem, co powinnismy zrobi¢, to probowac¢ zamieni¢ jak najwie-
cej aplikacji odpowiadajacymi im konstrukcjami let. Najbardziej naturalna
wydaje si¢ konwersja przy pomocy funkcji ml zdefiniowanej ponizej (dziata-
jacej odwrotnie do zdefiniowanej w poprzednim podrozdziale funkcji unml):

Definicja 5.5 Definiujemy funkcje ml ze zbioru termdw My do zbioru ter-
mow My, :

(i) ml(c) = c (dla c € {c1,c"}),
(i) ml(z) =z,
(iii) ml(AzN) = Az ml(N),

. ) let £ = ml(M>) in ml(N) jesli My = AzN,
(iv) ol(My M) = { ml(M;) ml(M;) w przeciwnym przypadku.

Nasuwa si¢ pytanie, czy rzeczywiscie wystarczy zastosowa¢ funkcje ml,
zeby term typowalny w I? stal sie termem typowalnym w ML].

Odpowiedz jest negatywna. Po pierwsze — zauwazmy, ze funkcja ml
eliminuje tylko abstrakcje tworzace (-redeksy (innymi stowy, abstrakcje z
towarzyszacymi im aplikacjami), czyli ,poczatkowe” abstrakcje z wyrazen
postaci (AztN)M. Jedli zatem w termie beda nagromadzone abstrakcje bez
odpowiadajacych im aplikacji, i takie, ze do ich otypowania w systemie I
skorzystano z mozliwosci polimorficznej abstrakcji, to po zadziataniu funkcja
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ml abstrakcje takie nie znikng i do ich otypowania nadal bedziemy potrzebo-
wali polimorficznej abstrakeji, ktorej w systemie ML nie ma. Przyktadem
termu, w ktéorym nie wyeliminujemy abstrakcji na rzecz konstrukcji let, w
dodatku wymagajacego do otypowania polimorficznej abstrakcji, jest term
Az.xzz. W I? ma on typ na przyklad (¢ A (81 — t2)) — t2. Wyprowadzenie
tego typu polegalo na wprowadzeniu do srodowiska pary (x : (t1A(t1 — t2))),
co pozwolito na otypowanie termu zz. W systemie ML w celu wypro-
wadzenia typu dla Az.zx do $rodowiska mozemy wprowadzi¢ jedynie pare
monomorficzna, na przyktad (z : (0,b)), a takie srodowisko nie pozwoli na
otypowanie termu zx.

Zauwazmy ponadto, ze nawet, jesli abstrakcjom odpowiadaja aplika-
cje, to z kolejnosci eliminacji abstrakcji przez funkcje ml wynika, ze aby
wszystkie abstrakcje zostaly usuniete, to musza one by¢ réwnomiernie wy-
mieszane z aplikacjami. Przyktadowo, zaldézmy, ze term M jest postaci
(...(Az1... 2y, N)Ny...)N,. Wowczas ml(M) jest rowne

(...( (let z;y = ml(Ny) in Azy ...z, ml(N)) ml(Ng) )...) ml(V,).

Jedli do otypowania podtermu Azg ...z, N w systemie I uzyto polimorficz-
nej abstrakeji, to bedzie ona prawdopodobnie réwniez niezbedna do otypowa-
nia termu Az . ..z,ml(N) w systemie ML, a tam polimorficznej abstrakcji
nie ma. Gdyby jednak term M byt postaci
(Az1...((Azy,N)Ny,)...)Ny, to wowczas ml(M) byloby rowne

let z; = ml(NVy) in (... (let z, = ml(N,,) in ml(NV))...).

W tym drugim przypadku rzeczywiscie wszystkie abstrakcje z1,...,z, zo-
staly zastapione instrukcjami let. Stwarza to szanse na otypowanie termu
ml(M) w ML] nawet wowczas, jesli do otypowania termu M w I? wykorzy-
stywano mozliwosci polimorficznej abstrakcji.

Podalismy nieformalnie pewne warunki konieczne do tego, by dla termu
M, typowalnego w I? z wykorzystaniem polimorfizmu, term ml(M) byt ty-
powalny w ML?. Warto by jednak znalez¢ warunek dostateczny. Jak sie
okazuje, mozna podaé¢ dwa kryteria, ktorych jednoczesne spelnienie gwaran-
tuje, ze term typowalny w I po konwersji funkcja ml bedzie typowalny w
ML?. Po pierwsze, bedzie to warunek, by term M byt w tak zwanej postaci
~-nf (zdefiniowanej dalej), intuicyjnie zapewniajacej, ze w calym termie abs-
trakcje beda mozliwie rownomiernie wymieszane z aplikacjami. Po drugie,
bedzie to warunek, by term M mial w systemie I} wyprowadzalny typ z T,
co intuicyjnie ma zapewni¢, ze abstrakcji nie bedzie wiecej, niz odpowiada-
jacych im aplikacji, a zatem po ,,wymieszaniu*“ abstrakcji z aplikacjami przy
pomocy y-konwersji kazdej abstrakcji bedzie odpowiadata aplikacja.

Tyle tytulem wprowadzenia. Teraz pora na czeé¢ formalna. W duzym
stopniu przypomina ona cze$¢ 2.5 pracy Jima [6], gdzie dowodzi on, ze kazdy
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term typowalny w jego systemie typow intersekcyjnych IS jest rowniez ty-
powalny w systemie Aj. Wprawdzie nie Jim pierwszy zastosowal opisane
ponizej chwyty (na przyktad koncepcje funkcji act), ale wprowadzajac je
pozwolimy sobie powolywaé sie wlasnie na prace Jima.

Tak samo, jak Jim, przyjmujemy konwencje, ze do korica tego rozdziatu
nie uznajemy terméw za rownowazne z dokladnoscia do nazw zmiennych
zwiazanych. Zaktadamy roéwniez, ze zadna zmienna nie jest zwigzana w
zadnym termie wiecej, niz raz, jak réwniez, ze zbiory zmiennych zwigzanych
i wolnych w kazdym termie sa roztaczne. Nastepnie, podobnie jak Jim,
wprowadzamy funkcje act:

Definicja 5.6 Niech € oznacza sekwencje pustq. Funkcja act, ze zbioru
termow w sekwencje zmiennych (tak zwanych aktywnych w tych termach),
jest zdefiniowana indukcyjnie nastepujgcymi requtamai:

(i) act(c) =€ (c € {c*t,c'}), oraz act(z) =€,

(ii) jesli act(M) = z1,..., Ty, to act(AyM) =y, z1,..., Ty,
(iii) jesli act(M) =y, x1,...,2, (n>0), to act(MN) = x1,...,zy,,
() jesli act(M) =¢, to act(MN) =c. m

Za Jimem definiujemy rowniez pojecia zwigzane ze wspomniang wczesniej
~v-konwersja:

Definicja 5.7

(i) v jest requtq:
(Az(AyM))N — Ay((AzM)N).

(i) —~ jest rozszerzeniem reguty v na nadtermy (tak samo, jok w przy-
padku a-konwersji, omawianej w rozdziale 2).

(iii) y-redeksem jest kazdy term pasujgcy do lewej strony requty y. Mdowimy,
ze term M jest w postaci y-normalnej, lub w postaci y-nf, jesli zaden
podterm M mnie jest y-redeksem. W

Jim dowodzi, ze reguta «y jest silnie normalizujaca (czyli, ze dla kazdego
termu, kazdy ciag y-konwersji prowadzi do postaci y-nf), ze ma ona wlasnosc
rombu, i wreszcie — ze dla kazdego termu postaé y-nf jest unikalna. Tym
uzasadnia wprowadzenie funkcji y-nf, ktéra kazdemu termowi M przypisuje
~-nf termu M.

Nastepnie Jim wprowadza lemat, ktéry w odniesieniu do naszego systemu
takze obowiazuje:

Lemat 5.8 Jesli act(M) = zy,...,z, 1 I > A+ M : 0, to o jest postaci
oL — ... >op — T, gdzie T € Ty.
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Dowéd: Patrz Jim [6], dowod lematu 19. Dowod dla naszego systemu ana-
logiczny, jak tamten. Obecnosé statych w systemie nam nie przeszkadza, bo
przypadek dla stalych dowodzimy tak samo, jak przypadek dla zmiennych. m

Na zakoniczenie jeszcze jedno zapozyczenie z Jima.

Lemat 5.9 Niech M bedzie w y-nf. Wowczas
act(M) # e wtedy i tylko wtedy, gdy M = \yN dla pewnych y, N.
Dowéd: Patrz Jim (6], dowod lematu 21. m

Teraz juz mozemy podaé najwazniejsze twierdzenie w tym podrozdziale.

Twierdzenie 5.10 Jesli I} > A M : o, przy czym M jest w postaci y-nf
io €Ty, to dla dowolnego BXA: ML] > BtF ml(M): (C,o), gdzie C jest
pewnym tozsamosciowym zbiorem warunkow.

Dowdd: Dowod indukeyjny ze wzgledu na budowe termu M. Rozwazamy
nastepujace przypadki:

(i) M = ¢t Jedli 0 = L, to zauwazmy, ze ML > B F ¢t : ({L <,
1}, 1), dla dowolnego B. Jedli 0 = T, to zauwazmy, ze ML; > B
¢t ({L <o T}, T), dla dowolnego B.
Dla M = ¢' dowd6d analogiczny.

(ii) M ==z. Asercje I > A+ x : 0 uzyskano przez regute (VAR) systemu
I?, a zatem A(z) = (A;er 7) 1 dla pewnego iy € I zachodzi 73, < 0.

Niech B=A; wowczas B(z) € CG(A(z)), cayli B(z) € CG(A;jer 7i)-
A zatem, z definicji generalizacji, mamy w szczegélnosci, ze B(z) =
(C, 1) 1 C - tozsamosciowy. Stad, przez regute (VAR) systemu ML?,
otrzymujemy, ze B F = : (C U {1, <o o},0). No, i poniewaz C
jest tozsamosciowy oraz 7, <g o, to C U{m, <o o} jest rowniez
tozsamosciowy.

(iii) M = AzN. Wowczas o jest postaci o7 — o9 i asercje If > A +
Az N : 01 — 09 otrzymano przez regute (ABS) systemu I? z przestanki
v A, U{z:01} N :o9.

Zauwazmy, ze N jest w y-nf. Niech B=A. To wowczas By U {z :
(0,01)}=<A; U{z : 01}. A zatem z zalozenia indukcyjnego otrzy-
mujemy, ze ML > By U{z : (§,01)} F ml(N) : (C,oq) i C jest
tozsamosciowy. Stad przez regute (ABS) systemu ML otrzymujemy
ML > B+ Az ml(N) : (C,o1 — 09).



52. ODIZ DO ML, 61

(iv) M = (AxzM;)M,. Asercje I¥ > A F (AzM;)My : o uzyskano przez
reguty (APP) i (ABS) z przestanek:

L o> A, U{z:(\o)}-M:o (5.7)
el

oraz (Vi € I): I » A+ My : 0;. Niech BXA. Woéwczas ta druga
asercja na mocy zatozenia indukcyjnego daje, ze

(Vi e I) ML? > BF ml(Ms): (C;,04) (C; tozsamosciowe). (5.8)

Rozpatrujemy dwa przypadki:

a)

(v) M=

x — nie wystepuje wolno w M;. Niech m € CG(A;¢; 0i); wowczas
ByU{z : m}2A;U{x : (A\jes 04)}. Z zalozenia indukcyjnego z (5.7)
otrzymujemy zatem ML? > B, U{z : 7} F ml(M;) : (C,0) i C
jest tozsamosciowy. No, ale poniewaz x nie jest wolny w M, to z
lematu 4.3 (iii) mamy takze ML! > ByU{z : Gen(B, (Cj,,0i,))}
F ml(M,;) : (C,0), dla dowolnie wybranego i € I. To wraz z
(5.8) dla i = ig przez (LET) daje, ze B F let = My in M :
(CUCj,,0) 1 CUC;, jest tozsamosciowy.

x — wystepuje wolno w M;. Niech o, bedzie typem gléwnym dla
ml(Ms,) w B. Bedziemy wowczas mieli, ze

ML; > Bt ml(My) : oy (5.9)

oraz z (5.8) 1 z definicji typu glownego bedzie zachodzito (Vi €
I): Gen(B,o;) = (Ci,0;). No, ale poniewaz dla kazdego i €
I, zbi6ér warunkéow C; jest tozsamosciowy, to otrzymalismy, ze
Gen(B,0;) € CG(A;er 0i). A zatem B,U{z : Gen(B,0,)} <A, U
{z : (Njer oi)}. Z zalozenia indukcyjnego (5.7) nam zatem daje:
ML; > By U{z: Gen(B,o;)} F ml(M;) : (C,0) i warunki C sa
tozsamosciowe. To wraz z (5.9) przez (LET) daje, ze ML? > B+
let z = M2 in M1 : <C,0’>.

M My, gdzie M nie jest abstrakcja. AsercjeI? > A- MMy : 0o

uzyskano przez regute (APP) systemu I z przestanek

oraz

IE> AFM,:0' — 0o (5.10)

IE> AFMy: o' (5.11)

M jest w y-nf i nie jest abstrakcja, a zatem z lematu 5.9: act(M;) = e.
Wowczas z lematu 5.8: o/ — o € Ty, a zatem o' € Ty. Mozemy
wiec zastosowal zalozenie indukcyjne do przestanek (5.10) i (5.11),
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otrzymujac dla dowolnego B<A: ML > B+ ml(M;) : (C1,0' — o)
oraz ML? > B F ml(Ms) : (Cy,0') 1 C1,Cy sa tozsamosciowe. Z
tych dwoch asercji przez regule (APP) systemu ML? otrzymujemy:
ML; > BF ml(M;)ml(My) : (C; UC,U{0’ w0 =0"—0},0). W

Pozostaje uogolni¢ powyzsze twierdzenie na termy nie bedace w y-nf. W
tym celu wprowadzamy pomocniczy lemat, wyrazajacy wtasnosé¢ domknie-
tosci systemu IY ze wzgledu na y-konwersje.

Lemat 5.11

(i) Jesli I3 > AF (Az(AyM))N :0, to I > AF Ay((AxM)N) : 0.

(i) Jesli M— N i1 > A-M:o,tol} > AFN :0.

(1i5) JesliIi > AF-M:0, toIf b AF~y-nf(M):o.

Dowod:

(i) Asercje I¥ > A (Ax(AyM))N : o otrzymano przy pomocy (APP) z

(i)

(iii)

przestanki
(Viel)IZ > AFN: 7 (5.12)

oraz z przestanki I} > A = Ax(AyM) : (A;er7i) — 0. Te ostatnig
asercje otrzymano przez (ABS) z przestanki I} > A,U{z : (A\je; i)} F
AyM : 0. A zatem o = 07 — 09 1 asercje te otrzymano z przestanki
ID > Ay Uiz : (Nigrmi)U{y : o0} B M : 09, Stad przez (ABS)

otrzymujemy, ze

AyU{y:o1} FXeM : (/\ Ti) = 9. (5.13)
i€l

Zauwazmy, ze w termie N nie moze wystepowaé wolno zmienna y,
na mocy zatozenia o rozlacznosci zbioréw zmiennych zwiazanych i
wolnych, jakie przyjelismy na poczatku tego podrozdziatu. A za-
tem z (5.12) na mocy lematéow 3.5 oraz 3.4 otrzymujemy, ze (Vi €
I) I > AyU{y : 01} F N : 7. To wraz z (5.13) przez (APP) daje,
ze If > Ay U{y : o1} = (AeM)N : o9, stad zas z kolei przez (ABS)
otrzymujemy, ze I¥ > AF Ay(AzM)N) : 01 — 09 = 0.

Dowdd indukeyjny ze wzgledu na budowe termu M z wykorzystaniem
czesel (i) niniejszego lematu.

Dow6d indukcyjny ze wzgledu na liczbe redukcji z wykorzystaniem
czesel (ii) niniejszego lematu. W

Whiosek z powyzszego lematu i twierdzenia 5.10 jest nastepujacy:
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Twierdzenie 5.12 Jesli I} > A+ M : o, przy czym o € Ty, to dla do-
wolnego B=XA: ML; > B F ml(y-nf(M)) : (C,o0), gdzie C jest pewnym
tozsamosciowym zbiorem warunkow.

Dowod: Jesli I! » A+ M : o, to z lematu 5.11: I » AF ynf(M) : 0 i
stosujemy twierdzenie 5.10. B

Na zakoriczenie warto moze nieformalnie wspomnieé, ze warunki zawarte
w sformutowaniu twierdzenia 5.10 nie sg warunkami koniecznymi do tego,
zeby term typowalny w systemie I? po konwersji funkcja ml byl typowalny
w systemie ML?. Jesli w wyprowadzaniu dla termu typu w I} nie korzystano
z polimorfizmu, to niezaleznie od tego, czy term ten jest w postaci y-nf, czy
tez nie, bedzie on typowalny réowniez w ML; — w dodatku niezaleznie od
tego, czy najpierw przekonwertujemy go funkcja ml, czy nie.

5.3 Wnioski

Whniosek z twierdzen 5.4 i1 5.12 jest taki, ze mozna méwi¢ o pokrewienistwie
systemow I? i ML7. Wprawdzie system I? jest silniejszy od systemu ML} ze
wzgledu na mozliwosci polimorficznej abstrakcji, to jednak — jak sie okazuje
— dla duzej klasy termoéw oba systemy dzialaja tak samo: kazdy term ty-
powalny w ML? po eliminacji wyrazen let jest typowalny w I, kazdy term
majacy w I? typ z Ty po zamianie aplikacji na wyrazenia let jest typowalny
w MLJ. Wprawdzie w tym drugim przypadku potrzebny jest jeszcze waru-
nek, ze term jest w postaci y-nf, ale zauwazmy, ze sprowadzenie termu do
postaci y-nf moze by¢ rozumiane — na réwni z zastosowaniem funkcji ml —
jako jedna z faz zamiany aplikacji w tym termie na wyrazenia let.

Innym pozytecznym wnioskiem z tego rozdzialu jest nastepujace twier-
dzenie dotyczace systemu ML?:

Twierdzenie 5.13 Jesli ML; > A+ M : (C,o0) i zbior C jest toZsamo-
Sciowy, to unml(M) jest silnie normalizowalny i
ML] > At S-nflunml(M)) : (C',0), dla pewnego tozsamosciowego zbioru
C'.

Dowod: Jesli ML > A - M : (C,o0) i zbior C jest tozsamosciowy, to
z twierdzenia 5.3 zachodzi I¥ > A" F unml(M) : o dla pewnego A’ ta-
kiego, ze A=A’. Wowczas, z twierdzenia 3.13, unml(M) jest silnie nor-
malizowalny i z twierdzenia o zamknietosci systemu I ze wzgledu na -
redukcje otrzymujemy, ze If > A’ + f-nf(unml(M)) : 0. Zauwazmy, ze
poniewaz w G-nf(unml(M)) nie ma S-redeksow, to y-nf(S-nf(unml(M))) =
fB-nf(unml(M)) oraz ml(y-nf(unml(M))) = y-nf(unml(M)). A zatem na
mocy twierdzenia 5.12: ML; > Bt f-nf(unml(M)) : (C',0) i C' jest toz-
samos$ciowy — dla kazdego B takiego, ze B=A’, a wiec w szczegolnosci dla



64 ROZDZIAEL 5. POROWNANIE SYSTEMU Ig Z SYSTEMEM ML%

B=Anm

7 powyzszego twierdzenia wynika, ze jesli term M jest typowalny w sys-
temie ML; (a wiec ma typ z warunkami tozsamosciowymi — patrz dowod
twierdzenia 5.4), to term otrzymany przez jego uproszczenie bedzie rowniez
typowalny w ML; w tym samym Srodowisku (zawierajacym na przyktad
deklaracje pewnych funkcji pierwotnych).

Nasuwa si¢ pytanie, jaki system typéw z kwantyfikatorami opisywany
w literaturze daloby sie rozszerzy¢ tak, aby byl on bezwarunkowo réwno-
wazny systemowi I7. Odpowiedz, jakiej tu udzielimy, nie zostanie poparta
dowodem. Wszystko jednak wskazuje na to, ze systemem réwnowaznym sys-
temowi I? bylby system powstaly przez modyfikacje systemu A§ — pewnego
podzbioru rangi drugiej systemu F, opisywanego miedzy innymi przez Jima
w [6]. Nalezatoby doda¢ do typéw tego systemu warunki oraz zmodyfiko-
waé reguly tak, by realizowaly kumulacje warunkéw — podobnie, jak to
ma miejsce w systemie ML;. Niestety, po takich modyfikacjach otrzyma-
libyémy system na tyle skomplikowany, ze sens jego rozwazania bylby co
najmniej dyskusyjny.



Podsumowanie

WprowadziliSmy trzy nowe systemy i oméwiliSmy szczegdtowo ich wlasnodci.
Czy rzeczywiscie sg to systemy dla jezykéw z podtypami? Regule podtypo-
wania zawiera wprawdzie tylko system I, ale pokazaliSmy, ze system I? jest
mu réwnowazny, za$ system ML] jest wprawdzie nieco stabszy, to jednak
roznica w sile I i ML; wiaze si¢ nie z podtypami, tylko z brakiem poli-
morficznej abstrakcji w systemie ML;. Po prostu, w systemach I i ML
— jako sterowanych sktadnia — wlasno$¢ podtypu zostala wyrazona odpo-
wiednio zdefiniowanymi regutami dla statych i zmiennych.

Typowalnosé we wszystkich omawianych systemach sprowadza si¢ do pro-
blemu istnienia rozwiazania pewnego uktadu réwnan i nieréwnosci podtypo-
wych, podobnie, jak to ma miejsce w przypadku innych systeméw typow dla
jezykow z podtypami (patrz na przyktad [2]). Ze wzgledu na brak miejsca
nie pokusilismy sie o oszacowanie rozmiaréw i kosztéow rozwigzywania wy-
generowanych uktadow (w zaleznosci od rozmiaru termu wejsciowego). W
literaturze (miedzy innymi w [2]) oszacowano koszty typowalnosci dla kilku
systemow typow bedacych rozszerzeniami ML na jezyk z podtypami, jednak
omawiane tam systemy nie sa rownowazne systemowi ML;. Nie sa nam row-
niez znane zadne opracowania dotyczace kosztu typowalnosci w systemach
intersekcyjnych dla jezykéw z podtypami.

Bez watpienia, najbardziej godny polecenia jest system I.. Po pierwsze,
jest on najsilniejszy ze wszystkich omawianych w niniejszej pracy systeméow
(to znaczy, system I? jest mu rownowazny, a ML) — stabszy) i bardzo silny
na tle rozstrzygalnych systemoéw dla jezykéw z podtypami omawianych w li-
teraturze, ze wzgledu na obecno$¢ polimorficznej abstrakcji. Po drugie, jego
definicja jest bardzo przejrzysta; troche czytelniejsza od definicji systemu I
oraz znacznie czytelniejsza od definicji systemu ML, a takze od definicji
innych systeméw dla jezykow z podtypami, omawianych w literaturze. Wy-
nika to stad, ze zastgpienie typow intersekcyjnych typami z kwantyfikatorami
przy jednoczesnym zachowaniu sity typowania wymusza uzycie typoéw z wa-
runkami (lub warunkéw w innej formie) w definicji systemu, co sila rzeczy
czyni ja malo przejrzysta.

Mozna poda¢ argument przemawiajacy za systemem MLJ taki, ze w
odréznieniu od systemu I, posiada on wtasnosé typu gléwnego. Pytanie
tylko, co z tego wynika. W przypadku tradycyjnego systemu typéw ML
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(i systemow mu pokrewnych) wlasnosé typu glownego pozwala w praktyce
przede wszystkim na unaocznienie programiscie tego, jaki typ ma napisana
przez niego funkcja — poprzez podanie mu typu gltéwnego tej funkcji, ktory
zwykle ma czytelna i intuicyjna posta¢. Tymczasem w systemie ML typy
sktadaja sie miedzy innymi z warunkéw, co czyni je catkowicie nieczytelnymi
dla cztowieka — chyba, ze sa to typy bardzo prostych wyrazen, na przyktad
({t1 <o t2},t1 — t2) dla termu Az.z. Pottier [7] probuje upraszczac zbiory
warunkow, ale po pierwsze nie zawsze jest to mozliwe, a po drugie nie bardzo
wiadomo, w jakim sensie jego system mogtby mie¢ wlasnosé typu gtéwnego.

Podsumowujac — mozna odnie$¢ wrazenie, ze szczeg6lnie dobrze i w na-
turalny sposob na jezyki z podtypami rozszerzaja sie systemy intersekcyjne.
Gdyby jeszcze okazalo sie, ze koszt typowalnosci w tych systemach jest nie
wyzszego rzedu, niz koszt typowalnosci w analizowanych w literaturze sys-
temach bedacych rozszerzeniami systemoéw z typami zawierajacymi kwan-
tyfikatory, to mielibyémy gotowa odpowiedz na pytanie, jakie polimorficzne
systemy stosowac dla jezykow funkcyjnych z podtypami.
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